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INTRODUZIONE

Questi appunti nascono dall’esigenza mia (ma credo anche di altri) di un supporto per lo studio
del corso “Geometria Analitica e Algebra Lineare” al primo anno; a differenza infatti di molti
altri corsi, non é facile trovare del materiale adatto da affiancare durante lo studio.
Sostanzialmente queste pagine contengono gli argomenti svolti dalla professoressa E. Fortuna e
dal professore R. Frigerio durante I'anno accademico 2013-2014, anno in cui io ho seguito il
corso; molte parti sono prese dai lucidi della professoressa Fortuna, ma alcune sono state
riadattate/modificate/completate per dare una continuita al testo.

I paragrafi 3.6 (Basi cicliche per endomorfismi) e 5.3 (Geometria affine euclidea) sono stati
aggiunti nel giugno del 2015, in quanto svolti nell’a.a. 2014-2015; voglio ringraziare a tal
proposito Dario Balboni, che ha realizzato questi due paragrafi, oltre ad avermi aiutato
nell’opera di correzione del testo.

Voglio infine ringraziare tutti quelli che hanno contribuito o contribuiranno a migliorare questi
appunti: € impossibile rendere un testo completamente privo di errori, ma l'obiettivo & quello di
ripulirlo piu possibile; invito dunque tutti a segnalarmi qualunque tipo di errore/imprecisione

presente in queste pagine (la mia e-mail & mezzedimi@mail dm.unipi.it).

Nella speranza che questi appunti vi siano utili, vi auguro un buono studio.

Giacomo Mezzedimi (con 'accento sulla seconda e)


mailto:mezzedimi@mail.dm.unipi.it
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1 PRIME DEFINIZIONI E PROPRIETA

1.1 PRIME DEFINIZIONI

DEFINIZIONE 1.1.1: Siano A4, B insiemi. Diciamo che:
e A e sottoinsieme di B (A € B oppure A € B)se Va € A, a € B;
e AéugualeaB(A=B)seAc BABCA.

Se un insieme e finito, si puo definire elencando tutti i suoi elementi:
A={ay,..,a,}
Se un insieme e infinito, si definisce enunciando la proprieta che caratterizza tutti i suoi
elementi:
A= {x|P(x)}
Esempio: P = {a € N|a = 0 (2)} & I'insieme dei numeri pari.

DEFINIZIONE 1.1.2: Dati A4, B insiemi, definiamo:

e unione di due insiemi AUB ={x|x e AV x € B};
¢ intersezione di due insiemi ANB ={x|x e ANx € B};
e (differenza di due insiemi A—B=A\B={x|x€e AANx & B};

prodotto cartesiano di due insiemi AXB ={(a,b)|la € A b € B}.

DEFINIZIONE 1.1.3: Una applicazione e una terna f: A — B, dove A e B sono insiemi, chiamati
rispettivamente dominio e codominio, e f & una legge che associa ad ogni elemento x € A uno e
un solo elemento f(x) di B.

idy: A = A élapplicazione identica, tale che Vx € 4, id,(x) = x.

DEFINIZIONE 1.1.4: Data un’applicazione f: A — B, si definisce immagine di f 'insieme
Im(f) ={y € B|3x € Atale che f(x) = y}.
Vale sempre Im(f) c B.

Esempio: f: N = N| f(x) = 2x; Im(f) = {pari}.
In generale, se W c A4, allora f(W) = {y € B|3x € W tale che f(x) = y} percio f(W) c B.

DEFINIZIONE 1.1.5: Si definisce restrizione di f a W, dove f:A - Be W c A, come la
funzione f|y: W — B taleche Vx € W (f|y)(x) & f(x).
In parole povere, |y, agisce come f ma in un dominio ristretto; si parla infatti di una restrizione

del dominio.
Percio: Im(f|w) = f(W).

DEFINIZIONE 1.1.6: Sia f: A - B e Z c B. Si indica con f~1(Z) il sottoinsieme del dominio
che contiene tutti gli elementi che hanno immagine in Z, cioe:

@ ={xeAlf(x) ez}
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f~1(Z) viene chiamata controimmagine di Z.

DEFINIZIONE 1.1.7: Una applicazione f: A — B si dice:

o surgettiva se Im(f) = B oppure equivalentemente se Vy € B, 3x € A| f(x) = y;

e injettivase Vx,y € A, x # y = f(x) # f(y) oppure equivalentemente se f(x) = f(y) =
X =Yy;

e Dbigettiva (o biunivoca) se e sia iniettiva che surgettiva.

DEFINIZIONE 1.1.8: Data un’applicazione f: A — B bigettiva, si definisce funzione inversa
f~1:B > AtalecheVy € B, f~1(y) = x, dove x| f(x) = y.
L’unicita della x viene garantita dalla bigettivita di f.

DEFINIZIONE 1.1.9: Date f: A — B e g: B — C, si definisce composizione di funzioni la
funzione g o f: A - C tale che Vx € A (g ° f)(x) & g(f(x)).

PROPOSIZIONE 1.1.1: Im(g © f) = Im(g|im(s))
Dimostrazione:
Entrambi i contenimenti derivano direttamente dalla definizione di composizione.

DEFINIZIONE 1.1.10: Dato un insieme E # @, si definisce relazione R su E come un
sottoinsieme di E X E tale che (x,y) € R per alcuni x,y € E.
(x,y) € R viene comunemente scritto xRy (x & in relazione con ).

DEFINIZIONE 1.1.11: Una relazione R si dice di equivalenza se:
o ¢ riflessiva, cioé Vx € E, xRx;

e ¢ simmetrica, cioé xRy = yRx;

e ¢ transitiva, cioé xRy AyRz = xRz.

DEFINIZIONE 1.1.12: Sia R una relazione di equivalenza. Vx € E, si definisce classe di
equivalenza di x l'insieme [x] = {y € E|xRy}, cioeé 'insieme degli elementi di E in relazione
con X.

Evidentemente Vx € E, [x] # @, poiché x € [x].

LEMMA 1.1.2: Siano x,y € E e sia R una relazione di equivalenza su E. Allora [x] = [y] &
xRy.
Dimostrazione:
=>)x € [x] = x € [y] = xRy.
&) Sia z € [x]; allora zRx.
Ma xRy per ipotesi, quindi per transitivita zRy = z € [y].
Percio [x] < [y].
Analogamente si prova che [y] € [x], da cui la tesi.

PROPOSIZIONE 1.1.3: Le classi di equivalenza formano una partizione, cioe:
1) ogni classe € non vuota;
2) Uxeelx] = E;



3) xIn[yl# 0 = [x] = [y].

Dimostrazione:

1) gia fatta.

2) Vx €E, [x] € E = Uyeglx] € E;
Vx € E, x € [x] 2 E C Uyeg[x], da cui segue la tesi.

3) xIn[yl]#® =3z€[x]n[y] = zRx AzRy = xRy e per il lemma precedente ho che
[x] = [y], cioé la tesi.

Esempio: E =R, (x,y) ER ©x—y €L

Questa relazione e di equivalenza, in quanto:

1) eriflessiva, poiché x —x = 0 € Z;

2) ésimmetrica, poichésex —y=k€Z=>y—x =—k € Z;

3) e transitiva, poichésex —y =k, €Zey—z=k, €EZ=>x—2z=k; +k, €EZL.

DEFINIZIONE 1.1.13: Si definiscono rappresentanti di una classe di equivalenza tutti gli
elementi di una certa classe.

DEFINIZIONE 1.1.14: Sia E # @ e R una relazione di equivalenza su E. Si definisce insieme
quoziente E /%< {[x]| x € E} (si legge E modulo R).

DEFINIZIONE 1.1.15: Si definisce proiezione naturale al quoziente 'applicazione:

ng:E = E/g | nr(x) = [x]
Tg € surgettiva poiché ogni classe di E' /5 € immagine di tutti i suoi rappresentanti. Per lo stesso
motivo non € iniettiva.

PROPOSIZIONE 1.1.4 (Leggi di De Morgan): Sia X un insieme e 4, B c X. Allora, se A = X\A:
1) (AUB)=ANB

2) (ANB)=AUB

Dimostrazione:

1) x€e(AUB) ©®x¢AUB ©x¢AAx¢éB ©x€AAXEB ©x€ANB.

2) Analoga.

PROPOSIZIONE 1.1.5: Sia f: X = Y. Allora:
1) 3g:Y - X| f o g = idy (inversa destra) & f & surgettiva;
2) 3g:Y - X| g o f = idy (inversa sinistra) & f ¢ iniettiva;
3) g éunicasiain 1) che in 2).
Dimostrazione:
1) =)vyeY,y=f(g(y))= ogniy €Y appartiene a Im(f) = f & surgettiva
«) f surgettiva = Vy, € Y 3xy € X| f(x9) = ¥o.
Scelgo g| 9(¥o) = xo Vyo €Y.
Allora f(g(¥0)) = yo Vyo €Y = f o g = idy.
2) Analoga.
3) g eéfissata Vy, € Y, dunque é sicuramente unica.



1.2 STRUTTURE ALGEBRICHE

DEFINIZIONE 1.2.1: Dato un insieme A4, si definisce operazione su A un’applicazione:
*AXA—-A

Esempio: la somma su Z ¢ definita come +:Z X Z - Z| + (x,y) = x + y.

DEFINIZIONE 1.2.2: La coppia (4,*), con A insieme e * operazione su 4, si chiama gruppo se
valgono le seguenti proprieta:

1) associativa: Va,b,c € A, (axb) xc = a* (b *c);

2) dell’elemento neutro: Va € A e € Ala*xe =e*xa = a;

3) dell'inverso:Va € A 3b € Alaxb=b*a =e.

Se vale anche la proprieta commutativa (cioé Va,b € A, a * b = b * a), allora (4,*) si dice
gruppo abeliano.

Esempi: (N, +) non & un gruppo (non vale la proprieta dell’inverso).
(Z, +) & un gruppo abeliano.

(R,") non & un gruppo perché non esiste 'inverso di 0.

(R\{0} ,") & un gruppo abeliano.

TEOREMA 1.2.1: Dato un gruppo (4,*):

1) l'elemento neutro & unico

2) linverso di un elemento ¢ unico

3) sea,b,c€e Aeax*b =ax*c,allorab = c (legge di cancellazione).

Dimostrazione:

1) Siano ey, e, elementi neutri. Allora: e, = e; * e, = e,, dacuie; = e,.

2) Siaa € A. Se a; e a, sono inversi di a allora:

ap=exa;=(a*a)*a; =a;*x(axa;) =a*e=a,

da cui a; = a,.

3) Sea~leélinversodia,alloraa*b =a*c = a”
b =c.

1 1

xaxb=a "xa*xc D>exb=exc >

DEFINIZIONE 1.2.3: Siano f,g: A = B.Sidiceche f = g © Vx € 4, f(x) = g(x).

DEFINIZIONE 1.2.4: Siano +, - operazioni in 4, con A insieme. La terna (4, +,") si dice anello
se:

1) (A4, +) e un gruppo abeliano;

2) (associativa di *) Va, b, c € A, (ab)c = a(bc);

3) (elemento neutroper-)3l|Va€ A, a-1=1-a=a;

4) (distributiva) Va,b,c € A, (a+b)-c=ac+ bc; a-(b+c) =ab + ac.

Se inoltre 'operazione - & commutativa, cioé Va,b € A, a*b = b - a, I'anello si dice
commutativo.

Esempio: (Z, +,7) € un anello commutativo.



DEFINIZIONE 1.2.5: (4, +,") € un campo se:
1) (4,+,) e un anello commutativo;
2) Va € A,a # 0 (dove lo 0 rappresenta ’elemento neutro per la somma) 3b € A| ab = ba = 1.

1 si denota con - a.

Notazione: I'inverso rispetto alla somma a™
Esempi: (Q, +,") € un campo.

(R, +,7) &€ un campo.

(Z,+,") non e un campo perché Va # 1 Ab € Z| ab = 1.

PROPOSIZIONE 1.2.2: Sia (4, +,") un anello. Allora:

1) VaeA a-0=0-a=0;

2) Va € A4, (1) -a = —a (—1 rappresenta I'inverso rispetto alla somma dell’elemento neutro
per il prodotto).

Dimostrazione:

1) a-0=a-(0+0)=a-0+a-0.
Sommando da entrambe le parti I'inverso dell’elemento a - 0:
a-0—a-0=a-0+a-0—-a-0=>a-0=0.

2) Dobbiamo verificare che (—1) -a + a = 0.
(-D:ata=(-D-a+1la=(-D+1)a=0-a=0.

PROPOSIZIONE 1.2.3: Sia (K, +,) un campo. Alloraab=0 Aa# 0 = b = 0.
Dimostrazione:
Ja~!, dunque:ab=0 > a lab=a1-0=0=>1-b=0 =2b=0.

Questo significa che in un campo non esistono divisori di 0, cioe, dato un
a € K\{0},2b € K\{0}| ab = 0.

DEFINIZIONE 1.2.6: Definiamo l'insieme dei numeri complessi C = {a + ib| a,b € R}, dove i &
I'unitd immaginaria tale che i? = —1.

DEFINIZIONE 1.2.7: Definiamo su C una somma e un prodotto:
+:CxXC—->C|(a+ibc+id) > (a+ib)+(c+id) ¥ (a+c)+i(b+4d);
:CXC—-C|(a+ibc+id)—> (a+ib) - (c+id) € (ac — bd) + i(ad + bc).

DEFINIZIONE 1.28:a+ ib,c+id €C, a+ib=c+id @a=c ANb=d.

PROPOSIZIONE 1.2.4: (C, +,") € un campo.
Dimostrazione:

e (C,+) e evidentemente un gruppo abeliano;

e - ¢associativa;

e - haun elemento neutro, il numero 1 = 1 + 0i;

gode della proprieta distributiva:



((a+bi)+(c+di))-(e+if)= ((a+c)+i(b+d))-(e+if)= (ae+ce —bf —df) +
i(af +cf + be + de),
(a+bi)-(e+if)+ (c+di) (e +if)=(ae—bf)+i(af + be) + (ce —df) +
i(cf +de) = (ae — bf + ce —df) +i(af + be + cf + de);

e (a+bi) (c+di)=(c+di) (a+bi)=(ac—bd) +i(ad + bc), dunque - gode della
proprieta commutativa;

e Vz=a+bi€C IwelC|lwz=zw=1

Infatti poniamo w = azibz - laZin' Allora:
_ a b a’+b*> [/ ab ab
we (a+bl)(a2+b2_la2+b2):a2+b2+l<a2+b2_a2+b2>: !

DEFINIZIONE 1.2.9: Sia K un campo. Si definisce polinomio nell’indeterminata x a coefficienti
inK p(x) =Y"r,a;x',cona; EK VO <i<n.

DEFINIZIONE 1.2.10: Sia K[x] I'insieme dei polinomi in x a coefficienti in K.

n

K[x] = {p(x) = Z a;x'|a; € K Vi

i=0

DEFINIZIONE 1.2.11: Due polinomi p(x) = Y%, a;x*,q(x) = ¥, b;x' € K[x] si dicono
ugualisia; = b; VO < i < n.

Notiamo che se gli esponenti massimi di p(x) e q(x) sono diversi, e sufficiente aggiungere
termini del tipo 0 - x* per renderli uguali.

Notazione: Si denota con 0 € K[x] il polinomio con tutti i coefficienti nulli.

DEFINIZIONE 1.2.12: Dato p(x) = Y, a;x" € K[x]\{0}, si definisce grado del polinomio
deg(p(x)) = max{i € N| a; # 0}.

DEFINIZIONE 1.2.13: Dati p(x) = ¥, a;x" e g(x) = ¥, bix' € K[x], definiamo:
e @+ = Xiola; +b)x
o (p)(xX) & X7 cixt, dove ¢; = X'_gajb;_;.

PROPOSIZIONE 1.2.5: (K[x], +,") & un anello commutativo ma non un campo.
Dimostrazione:

(K[x], +) & evidentemente un gruppo abeliano; inoltre valgono le proprieta associativa,
distributiva e commutativa di - perché valgono in K; - ha 'elemento neutro p(x) = 1.

Dunque ¢ un anello commutativo.

Poiché deg(pq(x)) = deg(p (x)) + deg(q(x)) (basta vedere che il coefficiente di grado
massimo & il prodotto di due termini # 0), allora se esistesse p~(x), 0 = deg 1 = deg(p(x)) +
deg(p~t(x)) = Vp(x)| degp > 0 Zp~1(x) = (K[x],+,7) non & un campo.

TEOREMA 1.2.6 (di divisione in Z): Va,b € Z A b # 0 Junici q,r € Z:
e a=bqg+r;
e 0<r<|b|



TEOREMA 1.2.7 (di divisione in K[x]): Va(x), b(x) € K[x]\{0} Junici q(x),r(x) € K[x]:
o a(x) =b(x)q(x) +r(x);
o deg(r(x)) < deg(b(x)).

Notiamo una similitudine fra la divisione in Z e in K[x], poiché c’¢ una similitudine stretta fra la
funzione valore assoluto e la funzione deg.

Osservazione: se 7(x) = 0 = b(x)|a(x).
DEFINIZIONE 1.2.14: a € K si dice radice di p(x) se p(a) = 0.

TEOREMA 1.2.8 (di Ruffini): se a ¢ radice di p(x), allora (x — a)|p(x).
Dimostrazione:
Applico il teorema di divisione; 3q(x), r(x) € K[x] tali che:

p(x) = (x —a)q(x) + r(x)
{deg(r(x)) <deg(x—a)=1
Valuto in a:

0 =p(a) = (a—a)q(a) +r(a) =r(a), da cui segue la tesi.

, dunque r(x) = costante.

DEFINIZIONE 1.2.15: Sia a una radice di p(x). Si definisce molteplicita algebrica della radice a
il massimo numero naturale m tale che (x — a)™|p(x).

TEOREMA 1.2.9 (fondamentale dell’algebra): Ogni polinomio p(x) € C[x] di gradon > 1 ha
almeno una radice.

COROLLARIO 1.2.10: Ogni polinomio p(x) € C[x] di grado n > 1 ha esattamente n radici
(contate con molteplicita).

Dimostrazione:

Per induzione su n:

Passo base): n = 1, ovvio.

Passo induttivo): Per il teorema, so che Ja radice di p(x), quindi per Ruffini p(x) =

(x — @) p1(x), con deg(p,(x)) = n — 1, dunque per ipotesi induttiva p; (x) ha esattamente
n — 1 radici contate con molteplicita. Dunque p(x) ne ha n, da cui la tesi.

DEFINIZIONE 1.2.16: Un polinomio p(x) € K[x] si dice irriducibile su K[x] se non puo essere
scritto come p(x) = a(x)b(x), con a(x),b(x) € K[x] non costanti.

Esempi: I polinomi di grado 1 sono sempre irriducibili.

ax? + bx + c & riducibile su R[x] se ha radici (poiché la fattorizzazione di un polinomio di
secondo grado puo avvenire solo per mezzo di due polinomi di grado 1), quindi e riducibile &
A>0 © b%?—4ac = 0.

x% — 2 & riducibile su R[x], ma non & riducibile su Q[x].



DEFINIZIONE 1.2.17: Si definisce 'operazione prodotto per scalari in K[x]:
K x K[x] - K[x]| (a,p(x)) - ap(x),cona € Ke p(x) € K[x].
Se p(x) = ¥, a; x', allora ap(x) = ¥ ,(aa;)x’.

PROPOSIZIONE 1.2.11: (K[x], +,"), dove - & il prodotto per scalari, & un anello (nel senso che +
e - |kxk[x] soddisfano le proprieta di anello)

Dimostrazione:

Poiché (K[x], +) € un gruppo abeliano, le restanti verifiche sono immediate.

Riprendiamo la notazione S(X) = {f: X = X|f bigettiva}, dove X # @ & un insieme.

PROPOSIZIONE 1.2.12: La funzione inversa f ~! di una funzione f: X — Y bigettiva & bigettiva.
Dimostrazione:

f 1 & iniettiva, poiché se non lo fosse due elementi del dominio sarebbero immagine di un solo
elementi del codominio, quindi f ™! o f # idy.

Poiché f o f~1 = id, allora Vx € X, (f o f "1)(f(x)) = f(x), ma f & bigettiva, dunque

(f o f)(x) = x = f & un’inversa destra, quindi f ! & surgettiva.

PROPOSIZIONE 1.2.13: (S(X),0) & un gruppo (in generale non abeliano).

Dimostrazione:

L’elemento neutro & evidentemente idy, e poiché abbiamo visto che I'inversa di una funzione
bigettiva e bigettiva, resta la banale verifica dell’associativita.

Abbiamo inoltre visto che in generale le funzioni non commutano, dunque ho la tesi.

PROPOSIZIONE 1.2.14: (S(X),°) & un gruppo abeliano & |X| < 2.

Dimostrazione:

Sicuramente se |X| =1 = S(X) = {id} = (S(X),°) & gruppo abeliano.

Se |[X| =2 = SX) ={id, f}, dove f o f = id, dunque (S(X),0) & gruppo abeliano.

Se |X| = 3, supponiamo X = {a, b,c}. Sia f: X = X|f(a) = b,f(b) = a,f(c) = cesia

9:X = X|g(a) =b,g(b) = ¢, g(c) = a.

Allora (f o g)(@) = f(g(a)) = f(b) = a; (g ° f)(a) = g(b) = c, quindi per |X| = 3, (S(X),°)
non e un gruppo abeliano.

Per [X| > 3 il ragionamento ¢ analogo, basta scegliere come controesempio il precedente esteso
con l'identita agli altri elementi di X.

Osservazione: Ogni gruppo G di due elementi é abeliano. La dimostrazione e analoga alla
precedente.

Osservazione: Esistono campi con un numero finito di elementi.

Prendiamo F = {[0]3, [1]5, [2]3}, dove [a]; & la classe di resto a nella divisione per 3.
Definendo [a]; - [b]; = [ab]; e [al; + [b]; = [a + b]3, non é difficile mostrare che (F,+,) &
un campo.
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Notazione: Sia K un campo e n € N,n > 1. Si denota con:
K'=Kx..xK
Tnvolte

il prodotto cartesiano di K per se stesso n volte.

Percio K" = {(xy, ..., xp)|x; € K Vi}.

DEFINIZIONE 1.2.18: Definiamo una somma e un prodotto per scalari su K":
+: Kn X ]Kn d ]Knl (xl; ...,Xn) + (}’1. ---:yn) Gg (xl + yll ...,Xn + yn);
G KX K- K a-(xq, .., x,) € (axyq, ..., axy).

PROPOSIZIONE 1.2.15: (K", +,) & un anello (nello stesso senso della PROPOSIZIONE 1.2.11).
Dimostrazione:
Le semplici verifiche sono lasciate al lettore.

PROPOSIZIONE 1.2.16: Siano f(t), g(t) polinomi in R[t], con f(t) # 0. Sia h(t) un polinomio
in C[t]] f(t) = g(t) - h(t) in C[t], allora h(t) € R[t].

Dimostrazione 1:

Siano f(t) = a,t™+...+ag, g(t) = byt™+...+by, h(t) = c;t'+...+c, a,, # 0,b,, # 0,¢; # 0.
La nostra ipotesi e che a;, b; € R Vi,j.

Mostriamo con 'induzione II su i che ¢;_; € R.

Passo base): Poiché f(t) = g(t)-h(t)eb,, #0 = ¢; = Z—Z € R.

Passo induttivo): Mostriamo chesec;_; ER VO <i<k=c¢_,_1 ER
An-k-1—"bm-1C1—k——bm—k-1€i

Ant-1 = bmCrog—1 + bp1C1p+. .. +bp_g—1C, percido ¢,y 1 =

bm
Ma tutti i termini della frazione € R, dunque ho la tesi.

Dimostrazione 2: Poiché in C[t] ho che f(t) = g(t) - h(t) e f(t) # 0, allora g(t) # 0.
Dungque divido f(t) per g(t) in R[t]:

f@)=g9@)-q@®©)+7r@) . :

degr(t) < deg g(t) in R[t] e dunque in C[t].

Allora g(t)h(t) = g(£)q(t) +r(¢t) in C[t] = g(©) (h() — q(t)) = r(¢t) in C[¢], ma

degr(t) < degg(t) e poiché il grado ¢ additivo, allora h(t) — q(t) = 0 = h(t) = g(t) € R][t].

DEFINIZIONE 1.2.18: Sia c: C — C I'applicazione definita in modo tale che associ ad ogni
numero complesso z = a + bi il suo coniugato z = a — bi. ¢ prende il nome di coniugio ed &
evidentemente biunivoca.

PROPOSIZIONE 1.2.17:1) z=z © z€R

) n+2,=0+7

3) z2172,=721"2;

4) Z=2z

5 z+z€eR, z-z€eR

Dimostrazione:

Queste semplici verifiche sono lasciate al lettore per esercizio.
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COROLLARIO 1.2.18:1) ¥ .z, =Y’z
2) Itz = [tz
3) zZn=7Z"
Dimostrazione:
1) Per induzione sun > 2:
Passo base): n = 2, gia visto;

Passo induttivo): ¥, z; = Yz, + 7, = (ip.ind.) = Y17+ 2, = Y1 7.
2) Analoga.
3) E un caso particolare del 2) con z; =...= z, = z.

PROPOSIZIONE 1.2.18: Sia f(t) € R[t]\{0} e sia @ un numero complesso non reale. Allora, se

a e radice di f(t):

1) anche « é radice di f(t);

2) la molteplicita algebrica di « & uguale a quella di a.

Dimostrazione:

1) Poiché a & radice di f(t), allora f(a) = Xl ,a;a' = 0. Allora:
0 = a,a™+...+ay = a,a™+...+ay, = a,a™+...+a, = (poiché a; € R) = a,a™+...+a, =
an@ +...+ay = f(@).

2) Dimostriamolo per induzione II sun = deg f (t):
Passo base): n = 0 = f(t) = B = f(t) non ha radici, quindi molteplicita algebrica di @ =
molteplicita algebrica di & = 0.

Passo induttivo): Supponiamo che 'enunciato sia vero Vk < n e dimostriamo che & vero per
n+ 1.

Se né a né a sono radice, ho la tesi.

Altrimenti f(a) =0e f(a) = 0.

Dunque f(t) = (t — a)g(t) per Ruffini in C[t].

Valutando in a:

0=f(a) =(a—a)g(a), maa #* a, dunque g(a) = 0 e quindi (t —a)|g(t)|f (t).

Per cui f(t) = (t — @) (t — @)h(t) = (t? — (a + @)t + aa)h(t).

Sappiamo che a + @, aa € R, dunque per la proposizione 1.2.16 so che h(t) € R][t].
Applicando l'ipotesi induttiva a h(t), vediamo che la molteplicita algebrica u di @ e u di @ in
h(t) coincidono, ma le loro molteplicita in f(t) sono semplicemente u + 1 e u + 1, che
quindi coincidono.
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2 SPAZI VETTORIALI E APPLICAZIONI
LINEARI

2.1 SPAZI VETTORIALI

DEFINIZIONE 2.1.1: Un K-spazio vettoriale ¢ una quaterna (V, +,, K), dove K € un campo e V
insieme # Q.

+:VXV->V -t KXV - Vtali che:

(V,+) e un gruppo abeliano;

Va,p e K, Vx €V, (aff)x = a(Bx);

Va,f EK,Vx €V, (a + B)x = ax + Bx;

Va e K,Vx,y €V, a(x +y) = ax + ay;

Vx€evV, 1 -x=x.

Ul b WO N =
N’ N N N NS

PROPOSIZIONE 2.1.1: Sia (V, +,-, K) un K-spazio vettoriale. Allora:

1) 0 & unico;

2) Vx € V,—x ¢ unico;

3) VxevV, 0-x=0;

4) VaeK a-0=0

5 VaeKVxeV, ax=0=>a=0Vx=0;

6) Vx eV, (1) x = —x.

Dimostrazione:

1), 2) derivano dal fatto che (V, +) € un gruppo abeliano.

3) 0:x=04+0)x=0x+0x 20-x=0

4) analoga alla 3)

5) Se a = 0, abbiamo subito la tesi.
Sea#0=>0=al0=alax=1x=x

6) x+ (-1 x=1x+(-1)-x=(1+(-1))x=0-x=0

DEFINIZIONE 2.1.2: Ogni elemento di uno spazio vettoriale si definisce vettore.
Notazione: Al posto di x + (—y) scriveremo x — y.

PROPOSIZIONE 2.1.2: K" & un K-spazio vettoriale Vn > 1.

Dimostrazione:

La verifica ¢ lasciata al lettore.

Osservazioni: e SeV =K, il prodotto per scalari e definito - : K X K — K, dove il primo K
rappresenta il campo degli scalari, mentre il secondo lo spazio vettoriale.

o Perl'osservazione precedente C & un C-spazio vettoriale. Consideriamo ora una restrizione
dell’operazione prodotto per scalari su R, cioé - : R X C — C.
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Poiché R c C, le definizioni che valgono su C valgono anche su R; percio C & un R-spazio
vettoriale.
In generale possiamo effettuare una restrizione del campo degli scalari, cioé se K’ &
sottocampo di K (K’ ¢ K e K’ & chiuso rispetto a + e -), ogni K-spazio vettoriale ¢ anche un
K'-spazio vettoriale.

e Fissiamo nel piano due assi cartesiani. Allora la funzione:
Piano - R?

¢ biunivoca.
P — (xp,yp)

Inoltre la funzione:
Piano — vettori uscenti da O

P - OP
con OP. Quindi la somma in R? corrisponde alla regola del parallelogramma.

e biunivoca, dunque possiamo identificare P con (xp,yp) e

2.2 SPAZI DI MATRICI

DEFINIZIONE 2.2.1: Definiamo I'insieme M (p, n, K) come I'insieme delle matrici p X n, cioe
con p righe e n colonne, a coefficienti in K.

DEFINIZIONE 2.2.2: Una matrice di dice quadrata se p = n e I'insieme delle matrici n X n si
indica con M (n, K) (o piu semplicemente con M (n)).

Notazioni: e Per indicare 'elemento di posto i, j della matrice A si usa il simbolo [A];;;
e A; indica l'i-esima riga di 4;

e A’ indicala j-esima colonna di 4;

e 0 rappresenta la matrice nulla, cioe [0];; = 0 Vi,j.

DEFINIZIONE 2.2.3: Siano A4, B € M (p, n, K) matrici. Allora si dice che A e B sono uguali se
[Al;; = [Bly; Vi,j.

DEFINIZIONE 2.2.4: VA, B € M (p, n, K), poniamo:
[A + B];; ¥ [Al;; + [Bl;j Vi, j;
[aA]ij o a[A]U Vl,_]

PROPOSIZIONE 2.2.1: M (p, n, K) & un K-spazio vettoriale.
Dimostrazione:

Le verifiche sono immediate.

Osservazione: L’applicazione:
K" - M(n, 1, K)

X1
(X1, vy Xp) = ( : >
xn

e bigettiva, quindi scriveremo indifferentemente un vettore di K" come n-upla o come colonna.
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DEFINIZIONE 2.2.5: A € M (n) si dice:

o diagonale se [A];; = 0 Vi # j;

e simmetrica se [A];; = [A];; Vi, j;

e antisimmetrica se [A];; = —[A];; Vi,j (dunque [A]; = 0 Vi);
e triangolare superiore se [A];; = 0 Vi > j.

Notazione: Denoteremo:

e D(n) ={AeM(n)|Aediagonale};

o S(n)={AeM(n)|Aesimmetrical};

o A)={AeM(n)|Aeantisimmetrica};

o T(n)={A € M(n)|Aetriangolare superiore}.

PROPOSIZIONE 2.2.2: Ogni spazio di polinomi K[x] & un K-spazio vettoriale.

DEFINIZIONE 2.2.6: Sia A un insieme e V un K-spazio vettoriale. Definiamo
F(AV)={f:A—>V}talecheVf,g € F(4, V), Va € K

fF+9)x) = f(x)+g() vx €4

(af)(x) & af(x) Vx € A.

PROPOSIZIONE 2.2.3: F(A,V) & uno spazio vettoriale di funzioni.

Osservazioni: e F(N,K) = {successioni a valori in K}
e F({1,..,n},K) = K"
o F{1,..,p}x{1,..,q},K) = M(p,q, K).

2.3 SOTTOSPAZI E COMBINAZIONI LINEARI

DEFINIZIONE 2.3.1: Dato V K-spazio vettoriale, W c V si dice sottospazio vettoriale di V' se:
1) 0y, eW;

2) Vx,y €W, x+y € W (cioe W & chiuso rispetto alla somma);

3) Va e K,Vx € W, ax € W (cioe W é chiuso rispetto al prodotto per scalari).

Quindi, poiché se le 8 proprieta di spazio vettoriale valgono per V, allora valgono anche per W e
poiché + e - sono chiusi rispetto a W, allora W & uno spazio vettoriale.

PROPOSIZIONE 2.3.1: D(n), S (n), A(n), T (n) sono sottospazi vettoriali di M (n).
Dimostrazione:

Dimostriamolo per D(n), per gli altri il procedimento e analogo.

1) 0 € D(n), poiché [0];; = 0 Vi # j;

2), 3) Evidentemente, se A,B € D(n), alloraA+ B € D(n) e a4 € D(n).

Notazione: Fissato m € N, si denoti con K,,[x] = {p(x) € K[x]| degp(x) < m} I'insieme dei
polinomi di K[x] di grado < m.
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PROPOSIZIONE 2.3.2: Vm € N, K, [x] & sottospazio vettoriale di K[x].
Dimostrazione:
La verifica é lasciata al lettore.

PROPOSIZIONE 2.3.3: Le rette in R* per l'origine sono sottospazi vettoriali di R?.
Le rette e i piani per I'origine in R® sono sottospazi vettoriali di R3.
Dimostrazione:

Semplice verifica.

PROPOSIZIONE 2.3.4: Se {W;};¢; & una famiglia arbitraria di sottospazi vettoriali di V, allora
Nie; W; € sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione:

1) 0y € W; Vi €I, percio Oy € Nig; W;.

2), 3) Se + e - sono chiusi in W; Vi € I, a maggior ragione saranno chiusi in N;e; W;.

DEFINIZIONE 2.3.2: Dati vy, ..., v, E V e ay, ..., @y, € K, si definisce combinazione lineare dei
V1, ..., Uy il vettore a;v 1 +... +a,v, € V.

DEFINIZIONE 2.3.3: Dato S ¢ V, denotiamo con:
Span(S) € {v € V|3vy,...,v, € S,3ay, ..., 2, €E K per cui v = a v +... +a, v, }.

Esempio: V = R?, S = {(1,1)}.
Span(S) = {a(1,1)|a € R}, cioe Span(S) & semplicemente la retta passante per l'origine e per
(1,1) (che e quindi uno spazio vettoriale).

PROPOSIZIONE 2.3.5: 1) Span(S) é sottospazio vettorialedi V' VS c V.
2) S c Span(S)
3) Se W é sottospazio vettoriale di V| S € W < Span(S) = W = Span(S).
Dimostrazione:
1) Semplice verifica.
2) Ovvia.
3) Sappiamo che W c Span(S) per ipotesi, dunque basta dimostrare che Span(S) c W.
Sev € Span(S) > v = a v, +... +a,v, per certi vy, ..., v, € S, a4, ..., a, € K.
Ma vy, ...,v, € S € W, dunque, poiché W e sottospazio vettoriale,
v = aqv;+... +a,v, € W, da cui segue immediatamente la tesi.

PROPOSIZIONE 2.3.6: Span(S) = Nw ssvaiv W.

w2s
Dimostrazione:
Evidentemente S C Nw ssv ai v W, poiché interseco insiemi che contengono S.
was
Inoltre Nw ssvaiv W < Span(S), poiché frai W che interseco c’e¢ anche Span(S§), dunque
w2as

I'intersezione sara sicuramente “piu piccola” di Span(S).
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Grazie alla proposizione precedente, ho la tesi.

Osservazione: In generale 'unione di sottospazi vettoriali non € un sottospazio vettoriale.
Esempio: V = R? e prendiamo due rette per 'origine distinte come sottospazi.

34

L+y

-1

Vediamo che evidentemente la somma non & chiusa, dunque u U v non & sottospazio di R?.

DEFINIZIONE 2.3.4: Siano U, W sottospazi vettoriali di V. Definiamo l'insieme somma:
U+W e {xeV|queU,aweWt.c. x =u+w}

Osservazione: Se ad esempio U e W sono due rette per 'origine distinte, con combinazioni
lineari di vettori su di esse posso individuare qualsiasi altro vettore di R?, semplicemente
scomponendolo nelle due componenti. Dunque U + W = R?,

PROPOSIZIONE 2.3.7: U + W é sottospazio vettoriale di VV ed ¢ il pit piccolo sottospazio
contenente U e W.

Dimostrazione:

Evidentemente U + W & sottospazio vettoriale.

Ovviamente U € U + W, poiché Vu € U, u =u + 0 € U + W; analogamente W c U + W.
Prendiamo Z sottospazio di V tale che U € Z e W € Z e mostriamoche U + W c Z.

Infatti Vu € U,Yw € W, u,w € Z, ma Z & sottospazio vettoriale > u + w € Z = tesi.

se stessa se collineari_

R? altrimenti ’
e In R3, retta + retta = piano che le contiene;

e In R3, piano + retta = R3.

Osservazioni: ¢ In R?, retta + retta =<

DEFINIZIONE 2.3.5: Se U N W = {0}, la somma U + W si denota con U @ W e prende il nome
di somma diretta.

PROPOSIZIONE 2.3.8: Ogni vettore in U @ W si scrive in modo unico come u + w, conu € U
eweW,

Dimostrazione:

Supponiamo che il vettore v si scriva v = uq + wy e v = u, + w,. Allora:
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u1+W1=u2 +W2 = ul—uz=W2—W1,1’nau1—u2EUeWz—W1€W,perCib
U —Uy =W, — W, EUNW ={0}= u; =u,ew; = w,.

DEFINIZIONE 2.3.6: Se V = U @ W, con U e W sottospazi vettoriali di V, sono ben definite le
applicazioni:
Vv - U Vv - w
N 5 Ty ,
v=u+w- u v=u+w-o w
dette proiezionidi V su U e su W.

Ty

Esempio: In R? siano U, W gli assi cartesiani. Allora se v = (x,y), semplicemente 7, (v) = x e
Ty (v) = y.

DEFINIZIONE 2.3.7: Sia U un sottospazio vettoriale di V. Si definisce supplementare di U ogni
sottospazio W diV taleche V =U @ W.

Osservazione: Il supplementare non ¢ unico, ad esempio in R? il supplementare di una retta per
I'origine & una qualsiasi altra retta per 'origine di R?.

2.4 APPLICAZIONI LINEARI

DEFINIZIONE 2.4.1: Siano V, W K-spazi vettoriali. f:V — W si dice K-lineare (o
semplicemente lineare) se:

1) vx,y eV, fx+y) = fx) + f(¥);
2) Va e K, Vx eV, f(ax) = af (x).

Osservazione: Se f ¢ lineare = f(0) = 0.

Infatti £(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = f(0) =0.

DEFINIZIONE 2.4.2: Definiamo l'applicazione trasposta:
‘L M(p' q, ]K) - M(q' b, ]K)l [tA]ij = [A]]l Vi,j

DEFINIZIONE 2.4.3: Definiamo l'applicazione traccia:

n

tr:M(n) - K| tr(4) = Z[A]ii

i=1

DEFINIZIONE 2.4.4: Definiamo 'applicazione valutazione in a € K:
va: Klx] - K| v, (p(x)) = p(@)

PROPOSIZIONE 2.4.1: Le seguenti applicazioni sono lineari:
1) lapplicazione nulla 0:V - W| f(v) =0 Vv € V;

2) lapplicazione identica;

3) lapplicazione trasposta;
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4) lapplicazione traccia;
5) la valutazione;
6) le proiezioni indotte dalla scomposizione V =U @ W.

Dimostrazione:
Mostriamo che la 3) & lineare, per le altre il ragionamento e analogo.
VA,B € M(p,q,K), ['(A+B)];; = [A+Blj;; = [Al;; + [Bl;; = [*Al;j + ['Blyj;

Ya € K,VA € M(p, q, K), [t((lA)]U = [(XA]JL = (l[A]jl = a[tA]l-j.

PROPOSIZIONE 2.4.2: M (n,R) = S(n,R) @ A(n, R).
Dimostrazione:
Sia C € M'(n, R). Poniamo S =

Vediamo che:

c+tc c-tc
ed = .
2

t
C+tC 1 1
ts=( 2 >=§(t6+”6)=z<tc+c‘)=sﬁsesmﬂ%)
tre—tc\ 1 1
tA=< 2 )zi(tC—“CFz(tC—C):—A=A€cﬂ(n'R)
S+A_c+tc+6—fc_c
== —— =

Poiché evidentemente S(n, R) N A(n, R) = {0}, ho la tesi.

PROPOSIZIONE 2.4.3: L’applicazione coniugio & R-lineare (ma non C-lineare).
Dimostrazione:

Sicuramente Vz,w € C, z + w = Z + w; inoltre Va € R,Vz € C, az = az, poiché a = a.
Se invece prendiamo C come campo di scalari, in generale az # az.

DEFINIZIONE 2.4.5: Sia K un campo. Definiamo la caratteristica char (K) del campo:
e seVn€EN, n-1+#0=char(K) = 0;
e sedn€N|n-1=0= char(K) = min{p € N|p-1 = 0}

Osservazione: E vero che M'(n, K) = S(n, K) @ A(n, K) per qualsiasi campo K?

Vediamo che 4 € §(n,R) N A(n,R) & [A];; = —[A];; Vi,j < 2[A];; = 0 Vi, j.

Questo implica A = 0 solamente se char(K) # 2.

In questo caso vediamo anche che ha senso dividere per 2 nella prima parte della dimostrazione,
dunque possiamo affermare che M'(n, K) = S§(n, K) @ A(n, K) & char(K) # 2.

Infatti prendiamo un campo F,| char(F,) = 2, ad esempio F, = {[0],, [1],}, dove [a], & la
classe di resto a modulo 2:

(1], [1]; [1], [1]2\ _ ([0]; [O];

<[1]2 [1]2) * ([1]2 [112) a ([0]2 [0]z>’

eM = ([1]2 [1]2) € S(2,F,) N A(2,F,) (poiché [1], = —[1],) e M # 0.
[1]; [1];

DEFINIZIONE 2.4.6: Siano V, W KK-spazi vettoriali. Allora definiamo I'insieme degli
omomorfismi:
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Hom(V,W) € {f:V - W| f e lineare} c F(V,W)
PROPOSIZIONE 2.4.4: Hom(V, W) & sottospazio vettoriale di F(V, W).

DEFINIZIONE 2.4.7: Sia f € Hom(V, W). Si definisce kernel (o nucleo) di f:
Ker(f) £ {x € V|f(x) = 0}

PROPOSIZIONE 2.4.5: Sia f € Hom(V,W). Allora:

1) Ker(f) e sottospazio vettoriale di V;

2) Im(f) e sottospazio vettoriale di W;

3) f eéiniettiva & Ker(f) = {0}.

Dimostrazione:

1), 2) ovvie.

3) =)Siax € Ker(f). Allora f(x) = 0 = f(0), in quanto f & lineare. Ma f ¢ iniettiva = x = 0.

&) Per dimostrare che f ¢ iniettiva, dobbiamo mostrare che se f(x) = f(y) =2 x =y.

Prendiamo f(x) = f(y). Allora per linearita f(x) — f(y) = f(x — y) = 0, quindi
x—y €Ker(f) ={0}. Dunquex —y =0 = x =y.

by

DEFINIZIONE 2.4.8: Siano (a; ...a,) € M(1,n,K) e < : ) € M (n, 1, K). Si definisce prodotto
by,

fra la riga e la colonna:

b, n
(a1 ...an) ' < : ) def a1b1+.. . +anbn = z aibi

bn i=1

DEFINIZIONE 2.4.9: Sia A € M (p,n), x € M (n, 1). Si definisce prodotto fra la matrice e la

colonna:
A, A - X
A-X=<S>-(X)d=ef( 5 )EM(p,l)

A, Ay X

Osservazione: Possiamo notare che fare il prodotto fra la matrice e la colonna nel modo
illustrato sopra e equivalente a eseguire il prodotto:

X1
X-A= ( : )-(Al o AN o AN Hx, AT
le

Esempio:(i _01 i)(§>=(igtggiii)=(2)

()G % B=s- (o) r()-()

X1
Percid A ( 5 > = x, A +... +x,A" € Span(A?, ..., A™).
xn
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DEFINIZIONE 2.4.10: Definiamo spazio delle colonne di una matrice A
C(A) = Span(A?, ..., A™M).

PROPOSIZIONE 2.4.6: Sia A € M (p, q, K). Allora l'applicazione:
L, K7 - K?

X AX
Dimostrazione:

¢ lineare.

Sfruttando la definizione A+ X = x;A*+... +x4A%, la dimostrazione ¢ immediata.

Notazione: Fissiamo il campo K?. Denotiamo:

1 0
e, = 0 EKY,..,eq = O € K4
0 1
1 0
Osservazione: L,(e;) = A - O = A, ...,LA(eq) =A- O = A4, quindi:
0 1
A= (Ae; ... Aey)

Esempio: Prendiamo A = ((1) (1)), Ly:R? - R?| L, (;C]) = (g é) . (;) = (3;)

Dunque A rappresenta la riflessione nel piano rispetto alla bisettrice del 1° /3° quadrante.

TEOREMA 2.4.7: Ogni applicazione lineare K? — KP ¢ indotta da una matrice, ossia

Vg: K? - KP lineare 3! A € M'(p, q, K) tale che g(X) = A-X VX € K9.

Dimostrazione:

Grazie all’osservazione precedente e chiaro che 'unica matrice di questo tipo puo essere solo:
A=(gle)) .. g(ey))

poiché per imposizione nel teorema g(e;) = A-e; = A*...

Verifichiamo che con una tale scelta g(X) = A-X VX € K%:

X1
A-X = xlg(e1)+...+xqg(eq) = (per linearita) = g(xlel+...+xqeq) = g( : ) = g(X)
Xq

Esempio: L’applicazione g: R? - R3| g(x,y) = (¥, 2x — y, 5x) & indotta dalla matrice:

0 1
A= (g(ey) g(ez))=<2 —1>
5 0

DEFINIZIONE 2.4.11: f:V — W lineare si dice isomorfismo se & bigettiva.

PROPOSIZIONE 2.4.8: L’applicazione:
M (p,n,K) » Hom(K", KP)

f: A - I

Dimostrazione:

a. f elineare:

¢ un isomorfismo.
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VXEK" Lyyg=(A+B)-X=x,(A+B)'+...+x,(A+ B)" =
=x;(A'+ BY)+...+x,(A"+B") =A-X+B-X = Ly(X) + Lg(X)
Analogamente per il prodotto per scalari.
b. f ésurgettiva per il teorema precedente
c. f einiettiva:
SiaAd€Ker(f)=>L,(X)=0VX>Ls(e)) =A-e,=A' =0 Vi=>A=0= Ker(f) = {0}.

PROPOSIZIONE 2.4.9: Se f:V — W & un isomorfismo, allora f~*: W — V & un isomorfismo.
Dimostrazione:

Sappiamo gia che l'inversa di una funzione bigettiva e bigettiva, dunque dobbiamo mostrare che
f~1 e lineare.

Siano wy,w, € W esiav; = f~1(wy), v, = f~1(w,). Allora:

f_l(W1 +wy) = f_l(f(v1) + f(vz)) = f_l(f(v1 + 772)) =V +v; = f_l(W1) + f_l(Wz)

Per il prodotto per scalari il ragionamento é analogo.

PROPOSIZIONE 2.4.10: Dati V,W,Z K-spazi vettoriali. Siano f:V - W e g: W — Z lineari.
Allora g o f:V — Z & lineare.

Dimostrazione:

La verifica ¢ immediata.

COROLLARIO 2.4.11: La composizione di isomorfismi ¢ un isomorfismo.
DEFINIZIONE 2.4.12: Definiamo GL(V) = {f:V - V|f é isomorfismo}.
COROLLARIO 2.4.12: (GL(V),0) & un gruppo, detto gruppo lineare generale.

DEFINIZIONE 2.4.13: Siano V, W K-spazi vettoriali. V e W si dicono isomorfi (si scrive V = W)
se 3f:V —» W isomorfismo.

Osservazione: M (p, q, K) = Hom (K9, KP)

Osservazione: L’“essere isomorfi” & una relazione di equivalenza:

1) eriflessiva, poiché sicuramente V = V tramite f = idy;

2) & simmetrica, poiché se V = W tramite f, allora W = V tramite f ~?, che sappiamo essere un
isomorfismo;

3) e transitiva, poiché se V = W tramite f e W = Z tramite g, V = Z tramite g o f, che
sappiamo essere un isomorfismo.

DEFINIZIONE 2.4.14: Si definisce endomorfismo ogni applicazione f:V — V lineare.
DEFINIZIONE 2.4.15: Si definisce spazio degli endomorfismi End(V) = {f:V = V|f ¢ lineare}.
Osservazione: End(V) = Hom(V,V), dunque End (V) é sottospazio di F(V, V).

PROPOSIZIONE 2.4.13: (End(V), +,°) € un anello.
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Dimostrazione:
Lasciata al lettore.

DEFINIZIONE 2.4.16: Una quaterna (S, +,-,) si dice algebra se (S, +,) & uno spazio vettoriale,
(S, +,0) ¢ un anello e (S,',°) ha la seguente proprieta:
V(ZEK,Vf,gES C((fog): (af)og:fo(ag)

PROPOSIZIONE 2.4.14: (End(V), +,",°) € un’algebra.
Dimostrazione:
L’ultima verifica é lasciata al lettore.

Osservazione: Date f: K" = KP, g: K? — K lineari, sappiamo che:

JAEM(p,nK)| f(X)=A-X Vx € K"

3B € M(q,p,K)| g(X) =B - X Vx € KP;

go f: K" - K ¢ lineare.

Quindi 3C € M(q,n,K)| (g° f)(X) =C-X VX € K™

Vediamo che C' = (g ° f)(e;) = g(f(e))) = g(A') = B - A' Vi, percio:
C=(BA* .. BAM

DEFINIZIONE 2.4.17: Si definisce prodotto fra due matrici B € M'(q,p) e A € M (p,n) la
matrice C € M (q, n) tale che:
. C=B-A=(BA* .. BAM)
ossia [C]j; = B; - A".
Questo prodotto viene chiamato prodotto righe per colonne.

PROPOSIZIONE 2.4.15: Valgono le seguenti proprieta VA, B, C di formato opportuno:
1) (AB)C = A(BC);
2) (AA)B = A(AB) = A(AB);
3) (A+B)C = AC + BC;
4) A(B+C)=AB+ AC;
1 - 0
5) IA = Al = A,dovel = < ) ¢ la matrice identica.
0 - 1

Osservazioni: 1) Non ha senso parlare in generale di commutativita del prodotto fra matrici,
poiché se A, B non sono quadrate, se posso eseguire A + B non posso eseguire B * A e viceversa.
2) Anche se in M'(n) ha senso parlare di commutativita del prodotto, in generale AB # BA:

G 2)GE 0=0 3) (G 2)=G 2)
3) AB=0#%A=0VB=0:
(6 (& =G o
Questo significa che M (n) non & un campo, quindi vuol dire che esistono matrici che non
b € D=0 "09=1v(C 2
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/0 1 > (0 0
A_(o o)’ A_(o 0)
DEFINIZIONE 2.4.18: A € M'(n) si dice nilpotente seds € N|A° = 0.

PROPOSIZIONE 2.4.16: 1) ‘(AB) = ‘B*A VA,B € M (n)
2) VA€ M(n),VS € S(n), tASA € S(n)
3) tr(AB) = tr(BA) VA,B € M (n).
Dimostrazione:
1) [*(4B)];; = [AB]}; :'AjBi = Yk=1[Aljx[Bli;
[‘B*Al;j = (*B)i(*A)! = B'A; = ¥i_1[BlyilAl jx-
Dunque [*(4B)];; = ['B*A];; Vi,j = *(AB) = 'B*A.
2) Dimostriamo che {(*ASA) = ‘ASA:
E(LASA) = E(SA) - (tA = tASA = tASA.
3) tr(AB) = Y= AxB* = Xi-1 2= [Alks[Blsk
tr(BA) = Y- BiA* = Yi_1 X 1[Blis[Al sk,
che sono uguali perché ogni elemento della prima sta nella seconda con s, k scambiati.

DEFINIZIONE 2.4.19: Definiamo GL(n,K) = {A € M (n,K)|A & un isomorfismo di K"}.

Osservazione: So che VA, B € GL(n,K), A - B € GL(n, K), poiché ho definito il prodotto fra
matrici come composizione di 4 e B.
So anche che la composizione di isomorfismi e un isomorfismo, percio * € un’operazione in

GL(n, K).

PROPOSIZIONE 2.4.17: (GL(n, K),") € un gruppo, detto gruppo lineare generale in K.

Dimostrazione:

e Il prodotto fra matrici & associativo in M (n, K) D GL(n, K), dunque lo & anche in GL(n, K);

e [, €GL(nK);

e VAE€GL(nK),3A ! A7t € GL(n, K), poiché ho gia dimostrato che I'inversa di un
isomorfismo esiste ed & un isomorfismo.

PROPOSIZIONE 2.4.18: 1) VA € GL(n,K), allora {4 € GL(n,K) e (*A)~! = t(4™1);
2) Se A,B € GL(n,K), allora (AB)™t =B~ 1471,
3) SeAd€GL(n,K),BeE M(n,K)eAB =1 = BA=1.
Dimostrazione:
) ‘A HA=taaH=U=1
tAt(A—l) — t(A—lA) =t] = I,
dunque ‘A ha un’inversa destra che & anche un’inversa sinistra, dunque ‘A € GL(n, K).
2) (B~'ADAB=B"'IB=B"'B=1,
AB(B A =AY A=A""A=1.
Percido (AB)™! = B71471L.
3) A e bigettiva e B inversa sinistra di 4, quindi B € anche inversa destra, cioe BA = I.
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Osservazione: Siano A € M (p,n, K), B € M (n, q,K), e siano p;p2, N4, Ny, 1, 4 tali che
Pp=p1t+pPun=n+N3q=q1+q;.
Allora osserviamo che il prodotto fra matrici puo essere fatto a blocchi:

Ay Ay s B, B, ny A1B; + A;B3  A1B; + A;B, Jpirighe
A=|As Ay|ip B=|Bs By|in, = A-B=|A3B1+ABs AsBy+ AsBy |}p, righe.
q1 qz
I1 lettore puo verificare per esercizio che il prodotto cosi definito coincide con il prodotto

n n colonne colonne
1 2 1 2

definito precedentemente.

2.5 SISTEMI LINEARI

DEFINIZIONE 2.5.1: Definiamo sistema lineare di p equazioni in n incognite:
ai1Xq +... +a1nxn = bl

Ap1X1+... +appXy = by

Osservazione: Un sistema lineare si puo scrivere nella forma AX = B, dove:

;1 .. Qin
A=< oo )EJV[(p,n,]K),
Ap1 o App
X1 by
X=<5>elk<"; B=|( i |eKP.
Xn b,
V1
Quindi Y = ( : ) & soluzione del sistema < AY = B.
Yn

DEFINIZIONE 2.5.2: Se B = 0, il sistema si dice omogeneo.

Osservazione: I sistemi omogenei ammettono sempre 0 € K™ come soluzione.

DEFINIZIONE 2.5.3: Risolvere il sistema AX = B significa trovare tutte le soluzioni del sistema.
Osservazione: AX = B e risolubile & B € Im(A).

Notazione: Denotiamo l'insieme delle soluzioni del sistema AX = B con:
Soly = {X € K"|AX = B}.

Osservazione: Soly = {X € K"|AX = 0} = Ker(A4), dunque Sol, & un sottospazio vettoriale di
K" (mentre Solg non lo e perché non contiene 0).

DEFINIZIONE 2.5.4: Definiamo sistema omogeneo associato al sistema AX = B il sistema
AX = 0.

PROPOSIZIONE 2.5.1: Sia yp una qualsiasi soluzione di AX = B. Allora:
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Solg = yg + Soly & {yg + X|X € Sol,}.
Dimostrazione:
D) Sia X € Sol,. Devo verificare che yg + X € Solg:
vg+XE€Solg ©A(yg+X)=BeA(yg+X) =Ayg +AX=B+0=8B
C) Sia X € Solg. Poiché X = yz + (X — yp), verifico che X — yg € Sol,.
Infatti A(X —yg) = AX —Ayg =B —B =0.

DEFINIZIONE 2.5.5: Due sistemi lineari si dicono equivalenti se hanno esattamente le stesse
soluzioni.

DEFINIZIONE 2.5.6: Definiamo operazioni elementari sul sistema le seguenti operazioni:

19 tipo: Scambiare due equazioni;

29 tipo: Moltiplicare un’equazione per uno scalare # 0;

39 tipo: Sostituire un’equazione con quella ottenuta sommando ad essa un multiplo di un’altra
equazione.

Osservazione: In notazione matriciale, cio corrisponde ad eseguire sulla matrice A" = (4 : B),
detta matrice completa del sistema, una delle seguenti operazioni elementari per riga:

1° tipo: Scambiare due righe;

29 tipo: Moltiplicare una riga per uno scalare # 0;

39 tipo: Aggiungere ad una riga un multiplo di un’altra riga.

Tutte queste operazioni non modificano I'insieme delle soluzioni del sistema.

X1 —Xp +2x3—x4 =1
le_zxZ+5x3+X4=3.

e R

Perciod X3 = _3X4_ + 1.

Esempio: {

Sostituendo nell’altra equazione:

X1 =% +2(-3x,+1)—x,=12x; —x, —7x, =—1=2>x; =x, + 7x, — 1.
Quindi:
X, +7x,—1 -1 1 7
— X2 _ 0 1 0
Solp = 3k, +1 | x5, x4 ER} = 1 + x, 0 + Xy _3 | x5, x4 €ER
X4 0 0 1
-1
Osservazione: Il termine (1) non é altro che una soluzione yy del sistema (nel caso x, =
0
1 7
x4 = 0), mentre il termine x, (1) + x4 _03 é la soluzione generale del sistema omogeneo
0 1

associato, percio:

26



-1 1 7 \
Solg = + Span é 0

0
1 "\ =3
0 0 1
Osservazione: Un sistema del tipo:
(allxl + A12X2 + a13X3 + A14X4.-- +a1nxn = b1

azjzsz + az(j2+1)x(j2+1)+. e +a2nxn = bZ
Ap j, Xjp, T oo FApnXpn = b,

conay; # 0,a,;, #0,..., Apj, 0, cioe se in una riga sono nulli i coefficienti di x;, ..., X, nella
successiva sono nulli almeno quelli di x4, ..., X, X;+1, € facilmente risolubile.
Infatti ricavo x; nell'ultima equazione (poiché apy # 0), poi x;,_, dalla penultima e cosi via

fino a x; dalla prima equazione, tutti in funzione dei x; con i # 1, jy, ..., jp-
DEFINIZIONE 2.5.7: Una matrice A del tipo:
/0 U I /P \
0..0 0..0]|p,..
—_ I _ . I
4= | - |
\o .0 0..0 0..0][p, /
0.. ..0

cioe in cui se nella n-esima riga ci sono k zeri iniziali, nella (n + 1)-esima ce ne sono almeno
k + 1, viene detta a scalini.

I1 primo termine # 0 di ogni riga viene detto pivot.

Osservazione: Se A’ = (A ¢ B) ¢ a scalini, il sistema AX = B ¢ risolubile & la colonna B non
contiene nessun pivot.
In tal caso, se i pivots sono contenuti nelle colonne A’1, ..., A7, ricavo le incognite x;_, ..., x; in

funzione delle altre.

ALGORITMO DI GAUSS:

Datauna M € M (p, q), 'algoritmo trasforma M in una matrice a scalini attraverso un numero
finito di operazioni elementari per riga.

e Sia M/ la prima colonna da sinistra non nulla.

e A meno di scambi di riga, posso supporre [M], ; # 0.

e Peri=2,..,p sostituisco la riga M; con lariga M; — [M]; ;, - ([M]Lh) L. M, (cioé rendo

[M];;, = 0).
e Ottengo:
[M],;,
M=o 9 [«
0

e Considero in M la sottomatrice ottenuta eliminando la prima riga e le prime j; colonne.
Itero il procedimento.
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e Termino quando ho trattato tutte le righe o quando restano solo righe nulle.

TEOREMA DI GAUSS: Ogni sistema lineare AX = B ¢ equivalente ad un altro sistema lineare
SX =T,doveS' = (S:T)éascalini.

Il sistema AX = B & risolubile & le matrici S e S’ hanno lo stesso numero di pivots (cioé se T
non contiene pivots).

Osservazione: La riduzione a scalini di una matrice non & unica.

DEFINIZIONE 2.5.8: Definiamo forma parametrica di un sottospazio di K"
W = Span(wy, ..., w,) = {X € K*|3¢t,,..,t, € Kt.c. x = tyw;+... +t,w,} la scrittura:
W =1Im(A)
dove A: KP — K" & la matrice:
A= (WjL ... ] Wp)
con i vettori Wy, ..., Wy, per colonne.

DEFINIZIONE 2.5.9: Definiamo forma cartesiana di un sottospazio W di K" la scrittura:
W = {X|BX = 0} = Ker(B)

con M (q,n) 3 B: K" — K9.

Le equazioni del sistema BX = 0 si dicono equazioni cartesiane di IV/.

Osservazione: o Si passa dalle equazioni cartesiane BX = 0 alla forma parametrica risolvendo il
sistema BX = 0.
e Per passare dalla forma parametrica alla forma cartesiana, si costruisce il sistema (4 @ X),

X1
dove Aétaleche W =Im(A)eX = < : >
le
xq'
: ), e, dette Sy, ..., Sk,
Xy
le righe con pivot di S, poniamo x; = 0 Vi # kq, ..., k, (ottenendo quindi un sistema con

n — r equazioni).

Si porta il sistema (4 : X) nella forma a scalini (S : X"), dove X' = (

x=t 1 0
Esempio: Sia W < R3 il sottospazio vettoriale {y =t+s ,ossiaW = Span (1) ) (1) .
z=3t+2s 3/ \2
x t=x 1 0:x
Percio X = <y> EW & 3t,s € R| {t +s=y &ilsistema <1 1: y) ha soluzione &
A 3t+2s=z 3 2iz

1 0: x 1 0: X
(0 1: y—X>hasoluzione<:>(0 1: Yy—X )hasoluzione(:)z—x—Zy:O.
0 2:z—3x 0 0:z—x—2y
Quindi la forma cartesiana per W e:

W ={x+2y—2z=0}=Ker(B)
doveB=(1 2 -1).
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DEFINIZIONE 2.5.10: Sia V uno spazio vettoriale e v € V. Si definisce traslazione di v
I'applicazione:
T, V-oV|t,(x) =x+v.
PROPOSIZIONE 2.5.2: 1) Vv €V, 1, ¢ bigettiva;
2) YO WEV, Typw =Tp°Ty = Ty © Tyl
3) YveV, (t,) t =1_,.
Dimostrazione:
1) 1, éiniettiva, poichésex #y €V, t,(x) =x+v #y+v =1,(y);
T, & surgettiva, poiché Vx € V,3f "1(x) e V| f1(x) + v = x.
2) VxeV:
Torw(X) =x+v+w;
(Ty o) (%) = T (T (X)) = T, (x + W) = x + v + w;
(twot,)(x) = TW(TU(JC)) =1,(x+v)=x+v+w.
3) (tyo1_y)(x) = rv(‘r_,,(x)) =1,(x—v)=x Vx€V.

Quindi le traslazioni di V formano un gruppo abeliano.

DEFINIZIONE 2.5.11: Sia W un sottospazio vettoriale di VV e v € V. Si definisce sottospazio
affine di V con giacitura W I'immagine di 7, cioé:
H=1t,(W)={v+w|lweW}

Esempi: 1) Sia dato il sistema AX = B, con 4 € M (p, n, K).

Solg = yo + Soly, quindi Solp ¢ sottospazio affine di K";

2) Ogni retta r di R?® & un sottospazio affine con giacitura la retta r,//r e passante per I'origine.
Se Py €T, 1 ="1p,(19);
sery = Span(vy), r ={X € R®|X = P, + tv,, t € R}.
Graficamente:

4]

J".:|

Possiamo rappresentare un sottospazio affine di K" in forma parametrica e cartesiana:
Sia W sottospazio vettoriale di K" esia H = P, + W.

Per la forma parametrica, scrivo W = Im(4) = {AY|Y € KP}.

Allora H = {AY + P,|Y € KP}.

Per la forma cartesiana, scrivo W = Ker(B) = {X € K"|BX = 0}.
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Allora:
H={XeKYX=Y+P,Y EW}={X€K'X—P, e W} ={X € K}B(X —P,) =0} =
= {X € K"|BX = BPy}
Si passa da una rappresentazione all’altra in modo analogo al caso vettoriale.

2.6 BASI E DIMENSIONE

DEFINIZIONE 2.6.1: Uno spazio vettoriale V si dice finitamente generato se 3vy, ..., v, € V|
Vv eV Jay,..,a, EK|v=a,v+... +a,v,, ossia V = Span(vy, ..., v,).
In tal caso, vy, ..., U, sono detti generatori di V.

1 0
Esempio: e; = O y e, € = 0 generano K".
0 1

Osservazione: K[x] non é finitamente generato, poiché se per assurdo K[x] = Span(1, x, ..., x%),
con a € N, non si potrebbero rappresentare i polinomi di grado > a.

DEFINIZIONE 2.6.2: v4, ..., v, € V sono detti linearmente indipendenti se
a1 +...+a,v, =0 =>a, =...=a, =0.
Altrimenti sono detti linearmente dipendenti.

Esempio: ey, ..., e, € K" sono linearmente indipendenti, infatti:
a;

a,e;+...+ae, =0 = ( :

>=0 $a1=...=an=0.
an

Osservazione: v € V ¢ linearmente indipendente < v # 0.
Osservazione: Se uno fra i vettori vy, ..., v, € nullo, allora vy, ..., v, sono linearmente dipendenti.
Infatti, se ad esempio v; = 0:

av; + 0vy+...4+0v, =0 Ha=0.

PROPOSIZIONE 2.6.1: Sia n = 2. I vettori vy, ..., U, sono linearmente dipendenti < almeno
uno di essi si puo esprimere come combinazione lineare degli altri.

Dimostrazione:
=): Per ipotesi 3ay, ..., a, non tutti nulli | aqv;+... +a,v, = 0.
Se a; # 0, allora v; = —ajt(a,v,+...+a,vy,), tesi.
<): Se v; = ayvy+...+a, vy, allora vy — ayv,—...—a,v, = 0, da cui la tesi.

Osservazione: Se vy, ..., U, sono linearmente indipendenti e k < n, allora vy, ..., V) sono
linearmente indipendenti.
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PROPOSIZIONE 2.6.2: Se v,,, € Span(vy, ..., m_1), allora

Span(vy, ..., vy) = Span(vy, ..., Vpm—1).

Dimostrazione:

C)Sev € Span(vy, ..., V) =V =a;V;+... +Ap Uy = A V1 +... + 0y 1Vm_q + Qu(byvy + - +
bp_1Vm-1) = (a1 + apb)vi+... +(Amq + Abm—1)Vm—1 = v € Span(vy, ..., Vym_1).

2)Sev € Span(vy, ..., Vm—1) =V =aqV1+...+Ap_1Vm-1 = Q1 V1+... +Ap_1Vm_1 + 0V,
quindi v € Span(vy, ..., V).

DEFINIZIONE 2.6.3: Un insieme ordinato {v, ..., v,,} di vettori di V & detto base di V se
V14, ..., Uy sono linearmente indipendenti e generano V.

Esempio: {ey, ..., e,} & una base di K", detta base canonica.

PROPOSIZIONE 2.6.3: Se B = {vy, ..., ¥, } € una base di V, allora ogni v € V puo essere scritto
in modo unico come combinazione lineare dei vy, ..., V.

Dimostrazione:

Poiché i vy, ..., v, sono generatori, allora v € V = Span(vy, ..., v,), dunque supponiamo:
V=a01+... Favp;

v = byvi+...+b,v,.

Allora (a; — by)vi+...+(a,, — by)v, = 0, ma i v; sono linearmente indipendenti, dunque

a; = b; Vi, da cui segue la tesi.

DEFINIZIONE 2.6.4: I coefficienti dell'unica combinazione lineare dei vy, ..., v, che da v si
chiamano coordinate di v rispetto alla base B e denotati con [v]z.

DEFINIZIONE 2.6.5: Fissando una base B si determina quindi una corrispondenza biunivoca:
[1z:V > K" v > [v]p
chiamata “coordinate rispetto a B”.

PROPOSIZIONE 2.6.4: VB base, [ ] € un isomorfismo.

Dimostrazione:

[ ]z & evidentemente lineare; inoltre & iniettiva, poiché

Ker([]g) ={v e V|[vlg = 0} = {v € V|v = Ov;+... +0v,,} = {0}, mentre & surgettiva in
quanto ogni (a, ...a,) € K" ¢ immagine di v = ayv,+... +a,v, € V.

COROLLARIO 2.6.5: Se V e un K-spazio vettoriale che ammette una base formata da n vettori,
allora V = K™.

PROPOSIZIONE 2.6.6: Sia {vy, ..., v} base di V e wy, ..., wy, dei vettoridi V.
Se k > n, allora wy, ..., wy sono linearmente dipendenti.
Dimostrazione:
Siha: wy = aqqvi+... a1,
\'/vz = Ay V1+... Ay

Wi = A1V +... ArnVUn.
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Devo trovare degli a; non tutti nulli tali che:
a;(a v+ apv)+. . Fag(ag v+ agpvy) = 0, ossia:
(a1a1+. .. apap)vi+... FH(aga+... agpay) v, = 0.
Ma vy, ..., v, sono linearmente indipendenti, percio:
a1 +... a1, =0

Andq+... agpa = 0
Poiché e un sistema omogeneo di n equazioni in k > n incognite, ha infinite soluzioni, dunque
in particolare ne ha una non nulla, per cui i w; sono linearmente dipendenti.

COROLLARIO 2.6.7: Se {v, ..., v} e {wy, ..., wy } sono basi di V, alloran = k.
Dimostrazione:

Se k > n, i w; sono linearmente dipendenti per la proposizione precedente;
se n < k, i v; sono linearmente dipendenti,

percio k = n.

DEFINIZIONE 2.6.6: Se V possiede una base finita {vy, ..., v}, diciamo che V ha dimensione n
(dimV = n).
Se V = {0}, poniamo dimV = 0.

Esempi: 1) dim K" = n;

2) dim¢ C = 1, in quanto {1} & una base di C come C-spazio vettoriale;
3) dimpg C = 2, in quanto {1, i} & una base di C come R-spazio vettoriale;
4) dim M (p,n) = p ' n, in quanto {Eij}lsisp € una base, dove:

1<jsn
_ __1se(i,j)=(hk) o lsei=j .
[Eij]hk = i " Ojx =< 0 se (i, /) # (h, k) (6; =< 0sei=j® detto delta di Kronecker).

5) dimK,[x] =n + 1, in quanto {1, x, ..., x™} & una base.

DEFINIZIONE 2.6.7: Siano V, W K-spazi vettoriali. Definiamo una somma e un prodotto per
scalariin V x W:

(v, w1) + (2, wy) & (V1 + vy, Wy + Wy);

a(v,w) € (av, aw).

PROPOSIZIONE 2.6.8: V X W & spazio vettoriale e dim(V X W) = dimV + dim W.
Dimostrazione:

Lasciamo la verifica che V X W e spazio vettoriale.

Sia {vq, ..., v, } base di V e {wy, ..., w; } base di W.

E immediato mostrare che {(vy,0), ..., (v, 0), (0,w,), ..., (0,w;)} & base di V x W, dunque segue
la tesi.

ALGORITMO PER L’ESTRAZIONE DI UNA BASE: Sia V # {0} uno spazio vettoriale.
Da ogni insieme finito di generatori di V' si puo estrarre una base.
Dimostrazione:
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Siano vy, ..., vy generatori di V. Posso supporre v; # 0 Vi, poiché, se ce ne fossero, li potrei
togliere e non altererei lo spazio generato.
Allora v, e linearmente indipendente.
Guardo {v,, v, }:
® se vy, V, sono linearmente indipendenti, li tengo;
e altrimenti v, € Span(v,) e quindi Span(vy, ..., vx) = Span(vy, vs, ..., V).
Allora elimino v,.
Continuo cosi fino a quando ho considerato tutti i vettori.

COROLLARIO 2.6.9: Sia dimV = n. Se vy, ..., V) sono generatori di V, allora k > n.

PROPOSIZIONE 2.6.10: Se vy, ..., v sono linearmente indipendenti e v € Span(vy, ..., V),
allora v, vy, ..., Uy sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione:
Sia aqvq+... +agv, +av = 0.
Deve essere a = 0, poiché altrimenti v = —a™}(a,v,+... +a,vy) = v € Span(vy, ..., V).

Allora ayv;+...+a, v, = 0. Poiché i vy, ..., v, sono linearmente indipendenti, segue
a; =...= a; = 0 e quindi la tesi.

TEOREMA DI COMPLETAMENTO A BASE: Sia V uno spazio finitamente generato.

Se v4, ..., v € V sono linearmente indipendenti, esistono vy 44, ..., v, € V|

{vi, o, Uiy Vip1s o)V} €una base di V.

Dimostrazione:

Se {vy, ..., Uy} generano V, allora {v, ..., v} € una base di V.

Se non lo generano, allora vy, & Span(vy, ..., vg).

Per la proposizione precedente, i vy, ..., Vg, Vg41 sono linearmente indipendenti.

Se generano V, ho trovato una base.

Altrimenti itero il procedimento.

V e finitamente generato, percio dopo un numero finito di passi il procedimento deve finire.

Osservazione: E un procedimento non algoritmico, poiché non c’¢ un metodo semplice e diretto
per trovare i Uy ,p, con h > 0.

ALGORITMO DI COMPLETAMENTO A BASE: Se vy, ..., v sono linearmente indipendenti e
se conosco una base {7y, ..., z, } di V, posso completare {v;, ..., v} } a base applicando I'algoritmo
di estrazione di una base all'insieme di generatori {vy, ..., Vg, 4, ..., Zn}-

PROPOSIZIONE 2.6.11: Ogni sottospazio vettoriale W di uno spazio vettoriale V finitamente
generato ha un supplementare.

Dimostrazione:

SiadimV = n. AlloradimW =k < n.

Sia {wy, ..., w; } una base di W.

Posso completarla a una base {wy, ..., Wy, Vg4q, ..., Vp} di V.

Percio V =W @ Span(vyy1, ..., V) e dunque Span(vy 41, ..., V) € un supplementare.
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PROPOSIZIONE 2.6.12: SiaV =U @ W, {uy, ..., u; } base di U, {wy, ..., wy, } base di W.

Allora {uy, ..., U, Wy, ..., Wy, } € base di V.

Dimostrazione:

Ogni v € V si puo scrivere come v =u + w,conu € Uew € W, ma

U= auy+... +au ew = bywy+... +bp,wy,, dunque i uy, ..., ug, Wy, ..., Wy, generano V.
Inoltre sono linearmente indipendenti, poiché:

ajuq+... +agu, + bywi+...+bypwy, =0 > u+w=0 > u=—-w,dunque W S3w=-u€U,

=ueu =wew
perciou,w e UNW = {0}, cioeu=0ew = 0.

Poiché {uy, ..., uy} e {wy, ..., wy,} sono linearmente indipendenti, allora
a; =...=ay = b; =...= by, = 0, da cui la tesi.

PROPOSIZIONE 2.6.13: Se V # {0} non e finitamente generato, allora Vn > 1 esistono
V4, ..., Uy € V linearmente indipendenti.

Dimostrazione:

Per induzione su n:

Passo base): n = 1, basta scegliere v; # 0;

Passo induttivo): Per ipotesi induttiva 3vy, ..., V,,_1 linearmente indipendenti.

Osservo che Span(vy, ..., v,—1) # V, poiché V/ non ¢ finitamente generato.

Dunque v, & Span(vy, ..., Vy_1)| V4, ..., ¥, sono linearmente indipendenti.

PROPOSIZIONE 2.6.14: Se V e finitamente generato e W & un sottospazio vettoriale di V,

allora:

1) W e finitamente generato;

2) dimW < dimV;

3) sedimW =dimV =W =V.

Dimostrazione:

1) Sian = dimV. Se W non fosse finitamente generato, per la proposizione precedente
esisterebbero wy, ..., w41 € W c V linearmente indipendenti, assurdo.

2) Sian =dimV.Se dim W > n, allora esisterebbero wy, ..., W1 € W C V linearmente
indipendenti, assurdo.

3) SedimW =ne{w;,.., w,} e basedi W, allora wy, ..., w,, sono linearmente indipendenti
anche in V e, poiché dim V = n, devono essere una base di V. Dunque W = V.

FORMULA DI GRASSMANN: Siano U, W sottospazi vettoriali di dimensione finita di V. Allora:
dim(U + W) = dimU + dim W — dim(U n W).
Dimostrazione:
SiadimU = h,dimW =k, dim(UNnW) =s.
Sia {4, ..., zg} una base di U N W. Allora z,, ..., z; sono linearmente indipendenti in U e W.
Per il teorema di completamento a base Juy, ..., up_s € U, Iwy, ..., wy_s € W tali che:
{24, ..., 25,Uq, ..., up_s} € base di U;
{2, ..., 25, Wy, ... . Wy_s} & base di W.
Se mostro che {z, ..., Zs, Uy, .., Up_g, W1, ..., Wi_s} € base di U + W ho la tesi, poiché dimostro
chedim(U+W)=h+k —s.
Quei vettori generano, in quanto, presov EU + W,3u e U,w EW|v =u+w.
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Inoltre u = a,z;+... +aszs + byuy+... +bp_sup_s e w = a 21 +... +a,zg + Biwy... +Lr_sWi—s,
dunque V= (al + al)Z1+. ‘e +(as + as)Zs + b1u1+. e +bh_suh_s + ﬁ1W1+. e +ﬁk_SWk_s.
Mostriamo quindi che sono linearmente indipendenti: sia

a1z1+...+aszg + byug+...+bp_gup_s + cywy ... +HCp_gWi_s = 0.

=z =u =w
Alloraz+u=-w.Maz+u€eUweW,quindiz+u=-weUnw.
Posso dunque scrivere w = a4z, +... +a4Zz, per cui ho:
a,z1+...+aszg + byug+...+bp_gup_s + a1z1+...+agzs = 0=
(ay + ay)z1+...+(as + ag)zg + byu+... +by_sup_s = 0.

Questi vettori sono una base di U, quindi b; =...= by_5 = 0.

Allora:

a1z, +...+aszZg + cywy+... +Cp_sWi_s = 0, ma questi vettori sono una base di W, quindi sono

linearmente indipendenti, per cui a; =...= a5 = ¢; =...= cx_s = 0, da cui segue la tesi.
n(n+1)

,dim A(n) = n(nz_l).

Infatti, detta {E;;{ .. la base canonica di M'(n), {E;; +
J 1<i,jsn ’)

Osservazione: dimS(n) =

U {E;;}1<i<n © una base di

nn-1)
2

Eji}lsi<jsn

+n
n(n+1) _ n(n-1)
2 2

§(n). Lasciamo questa verifica per esercizio. Il numero dei vettori di base &

Inoltre per Grassmann, dim A(n) = dim M (n) — dim §(n) = n? —

TEOREMA 2.6.15: Siano V, W KK-spazi vettoriali, con V finitamente generato.
Sia {vy, ..., 1, } una base di V; siano wy, ..., w,, vettori di W.

Allora 3! f: V — W lineare tale che f(v;) = w; Vi.

Dimostrazione:

Esistenza: Sia v € V = Junici a4, ...,a, € K| v = ayv1+... +a,v,.

Poniamo f(v) = aywy+...+a,wy,.

Si ha evidentemente che f(v;) = w; Vi.

Inoltre f & lineare, infatti, se v = ayv;+... +a,v, e Z = byv;+... +b,v,, allora
v+z=(a; +b)vi+...+(a, + b)vy;

quindi f(v + z) = (a; + by)wy+...+(a, + bpy)w,, = a;wy+... +a,w, + byw,+... +b,w, =
f@) +1().

Analogamente per il multiplo.

Unicita: Prendiamo una qualsiasi g lineare tale che g(v;) = w; Vi.

Per linearita: . . .
glw) =g (Z ai”i) = Z a;ig(vy) = Z a;w; = f(v)

dunque f & unica.

PROPOSIZIONE 2.6.16: Sia f:V — W lineare. Allora:

1) Sevj, ..., v, sono linearmente indipendenti e f ¢ iniettiva, allora f(v;), ..., f (v,) sono
linearmente indipendenti;

2) Se vy, ..., v, generano V, allora f(v,), ..., f (v,) generano Im(f).

Dimostrazione:
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1) Siaa,f(vy)+...+a,f(v,) = 0. Allora per linearita f (a,v;+...+a,v,) = 0, dunque
a,v1+...+a,v, € Ker(f) = {0}, ma v, ..., v, sono linearmente indipendenti, per cui

a, =...=a, =0, tesi.
2) Siay = f(x) € Im(f). Mostriamo che puo essere scritto come combinazione lineare dei
fy).

So che 3ay, ..., a, € K| x = a;v;+... a,v,. Allora:

y=fx) = f(zn: aivi) = Zn: a;f (vy)

i=1 i=1

da cui la tesi.

Osservazione: Se A € M (p, n, K), allora sappiamo che A & una applicazione lineare e la sua
immagine e lo spazio generato dalle colonne.
Quindi Im(A4) = Span(4}, ..., A") = C(4).

COROLLARIO 2.6.17: f:V —» W & un isomorfismo = f trasforma ogni base di V in una base di
w.

Dimostrazione:

Prendo una base di V. Poiché f ¢ iniettiva, allora le immagini dei vettori della base sono
linearmente indipendenti. Inoltre quegli stessi vettori generano V, quindi le loro immagini
generano Im(f), ma f & surgettiva, quindi Im(f) = W.

FORMULA DELLE DIMENSIONI: Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato, e sia
f:V = W lineare. Allora:

dimV = dim Ker(f) + dim Im(f)
Dimostrazione:
Sian =dimV e k = dim Ker(f).
Sia {vy, ..., v} una base di Ker(f); la completo a {vy, ..., Uy, ..., U, } base di V.
Allora f(v1), ..., f(v,,) generano Im(f), ma f(v,) =...= f(vx) = 0, poiché appartengono a
Ker(f).
Percio posso toglierli e i rimanenti f(Vg41), ..., f (v,) generano comunque Im(f).
Dimostriamo che f(vyg,1), ..., f (v,,) sono linearmente indipendenti:

n
AQeprf W)+ Fanf (1) = 0 = fag1 Vit Hazv,) =0 = Z a;v; € Ker(f)

i=k+1
n

= 3a4, ..., a; € K| Z a;v; = a1 +... +a v
i=k+1
= QU +... +aQV — Ay Vis1—--- —anvp =0
Ma vy,.., v, sono linearmente indipendenti, quindi a; = 0 Vi.
Per cui {f (Vi41), ..., f(v,,)} € una base di Im(f), cioé dim Im(f) = n — k, tesi.

COROLLARIO 2.6.18: Sia f: V — W lineare.

Se dimV = dim W, allora f e iniettiva < f & surgettiva.
Dimostrazione:
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f ¢ iniettiva © Ker(f) = {0} © dimV = dimIm(f) © dimW = dimIm(f) & Im(f) =W
(poiché Im(f) € W) & f e surgettiva.

COROLLARIO 2.6.18: V=W & dimV =dimW.

Dimostrazione:

&)SedimV =dimW,alloraV = K" = /.

=) Se 3f:V — W isomorfismo, per la formula delle dimensioni dimV = 0 + dim W.

Osservazione: Siano V3, V, sottospazi vettoriali di V e sia f:V; X V, = V data da
f(vy,v,) = vy + v,. f & evidentemente lineare e Im(f) =V, + V,.

Inoltre Ker(f) é canonicamente isomorfo a V; N V5, infatti:

Ker(f) ={(v,v;) €V, X V3| vy + v, = 0} = {(vy,v;) €V, X V3| vy = =15} =

= {(v,—v)| v € V; N V,}, poiché V; 3 v; = —v, € V,, dunque:

L:Vy NV, - Vy X V,| L(v) = (v, —v) induce 'isomorfismo cercato (le proprieta sono
immediatamente verificabili).

Per cui, per la formula delle dimensioni, dim(V; + V,) = dim Im(f) = dim(V; X V,) —
dim Ker(f) = dimV; + dimV, — dim(V; nV,),

che conclude quindi la dimostrazione alternativa della formula di Grassmann.

Osservazione: Nell'insieme quoziente {K — spazi vettoriali finitamente generati}/~
esistono tante classi di equivalenza quante N e in ognuna un rappresentante ¢ K".

La dimensione € un sistema completo di invarianza per la relazione di equivalenza =, percio se
dimV # dim W, allora sicuramente IV e W non sono isomorfi.

DEFINIZIONE 2.6.8: Due K-spazi vettoriali V, W si dicono canonicamente isomorfi se
3f:V — W isomorfismo che non dipende dalla scelta di una base.

PROPOSIZIONE 2.6.19:SiaV=U @ WeV=UDW.VvweW,AluelUw e W|
w = u + w'. Allora & ben definita I'applicazione @: W - W'| p(w) = w'.
@ € un isomorfismo canonico.
Dimostrazione:
e ¢ &lineare, poiché dati w; = uy + wy' e w, = u, + w,’, allora:
pwy +wy) = @((uy + uz) + Wi +wp)) = wi +w; = p(wy) + @(wy);
e(Aw) = p(Au + Aw') = Aw' = Ap(w).
® ( ¢&iniettiva, poiché se w € Ker(¢), p(w) =0 = w = u+ 0 =>welnW= {o}.
ev =pw)
e Poiché dimW' = dimV —dimU = dim W e ¢ ¢ iniettiva, allora ¢ & surgettiva.
Infine evidentemente ¢ non dipende dalla scelta di una base, dunque ho la tesi.

Osservazione: Se 7y, & la proiezione indottada V = U @ W' e iy,: W — V & linclusione (cioé
iw(w) =w Vw € W), allora ¢ = 1y, © iy.
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2.7 RANGO

PROPOSIZIONE 2.7.1: Siano f:V —» W, g:W — Z lineari. Allora:
1) dimIm(g e f) < min(dim Im(f),dimIm(g));
2) Se f & un isomorfismo, dim Im(g o f) = dim Im(g);
3) Se g & un isomorfismo, dim Im(g o f) = dim Im(f).
Dimostrazione:
1) Im(gof) = Im(g|,m(f)) e Jlim(s) € lineare, poiché restrizione di g lineare.
Quindi dim Im(g o f) = dim Im(f) — dim Ker(g|m(s)) < dim Im(f).
Inoltre Im(g o f) S Im(g), quindi dim Im(g o f) < dim Im(g), tesi.
2) Se f e un isomorfismo, allora f(V) = W, percio Im(g o f) = Im(g|,m(f)) = Im(g), tesi.
3) Se g & un isomorfismo, allora Ker(g) = {0}, dunque dimIm(g o f) = dim Im(f) — 0, tesi.

DEFINIZIONE 2.7.1: Sia f: V — W lineare. Definiamo rango di f rk(f) = dim Im(f).
In particolare, se A € M (p,n, K) e dunque A: K" - KP| X — AX, allora rk(A) = dimIm(4) =
dim C(A4).

DEFINIZIONE 2.7.2: Sia A € M (p, n, K). Definiamo spazio delle righe R(A) = Span(4,, ..., Ap)
Definiamo inoltre rango per righe il numero dim R(4).

PROPOSIZIONE 2.7.2: Sia S una ridotta a scalini di A. Allora:
1) R(A) = R(S);
2) dim C(A) = dim C(S), cioe rk(A) = rk(S).
Dimostrazione:
1) Facendo operazioni elementari di riga, non altero lo spazio delle righe, dunque R(4) =
R(S).
2) Isistemi AX = 0 e SX = 0 sono equivalenti, percio Ker(4) = Ker(S).
Per la formula delle dimensioni:
n =dimKer(A4) + rk(A) en = dim Ker(S) + rk(S),
dunque rk(4) = rk(S).

PROPOSIZIONE 2.7.3: Sia S una matrice a scalini con r pivots nelle colonne Sii, ..., St Allora:
1) {Si,...,S,} & una base di R(S), dunque dim R(S) = r;
2) {$/1,...,8/7} & una base di C(S), dunque 7k(S) = 7.
Dimostrazione:
1) e Poiché le altre righe sono nulle, sicuramente S, ..., S, generano R(S).
e Si, ..., 5, sono linearmente indipendenti, poiché se:
a;$i+...+a,. S, =0
allora a; = 0 in quanto S; & 'unica riga ad avere un elemento # 0 nella colonna S’1,
a, = 0, in quanto a; = 0 e quindi S, é 'unica riga ad avere un elemento # 0 nella
colonna Sz, e cosi via.
2) S’1,...,8r sono linearmente indipendenti, la dimostrazione & analoga alla precedente nel
caso delle righe.
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Mostriamo che S’1, ..., S/r generano C(S), cioé che St € Span(S’1, ...,577) Vi # jq, e, jr»
cioé che 3ay, ..., a, € K| S* = a;5/1+...a,.S'7, cioé che il sistema

ay
(S7 ... Sfr)< 5 ) = (89
a’T
ha soluzione.
Ma la matrice é a scalini, percio ha r pivots.
Se aggiungo la colonna dei termini noti non posso dunque aggiungere pivots.

Dunque #pivots(S) = #pivots(S'), quindi il sistema é risolubile, tesi.

Osservazione: Se in qualche modo riesco a calcolare rk(4), allora:
e 5o calcolare dim Sol(AX = 0) = dim Soly, poiché dim Sol, = dim Ker(4) = n — rk(4);
e se voglio calcolare dim Span(vy, ..., vx), pongo A = (v4 |... |vy) e dunque

dim Span(vy, ..., v;) = dim C(4) = dim Im(A) = rk(4).

Osservazione: Un modo per calcolare rk(A) ¢ via l'algoritmo di Gauss; infatti abbiamo visto che
rk(A) = #pivots(S), dove S & una ridotta a scalini di A. Per formalizzare meglio questo
procedimento, ci serviremo del seguente risultato:

PROPOSIZIONE 2.7.4: Sia A € M (p, q). Allora:

1) il numero di pivots di una sua ridotta a scalini non dipende dalla riduzione a scalini;

2) dimR(A) = dim C(A);

Dimostrazione:

1) Se S é una ridotta a scalini di A, con r pivots, allora r = dim R(S) = dim R(A). Quindi r
dipende solamente da A.

2) dimR(A) =dimR(S) =r =dimC(S) = dim C(A) = rk(4).

COROLLARIO 2.7.5: VA € M (p, q), rk(*A) = rk(A).
Dimostrazione:

rk(*A) = dim C(*4) = dim R(A) = rk(A).

TEOREMA DI ROUCHE — CAPELLI: AX = B & risolubile & rk(A) = rk(4"),

dove A’ = (A : B).

Dimostrazione:

Se S & una ridotta a scalini di 4, sapevamo che AX = B ¢ risolubile & rk(S) = rk(S'), ma
rk(S) = rk(A), dunque segue la tesi.

DEFINIZIONE 2.7.3: Una matrice A € M (n, K) si dice invertibile se
BeMnK)|A-B=B-A=1.

DEFINIZIONE 2.7.4: Una matrice A € M (n, K) si dice singolare se rk(4) < n.

PROPOSIZIONE 2.7.6: Sia A € M (n, K). Allora sono fatti equivalenti:
1) A e invertibile;
2) A:K" - K" & un isomorfismo;
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3) rk(A) =n.

Dimostrazione:

1) © 2): ovvia.

2) = 3): ovvia.

3) = 2): So che A ¢ lineare e che A & surgettiva, in quanto rk(A4) = dim Im(A4) = n, percio 4 &
iniettiva, dunque ho la tesi.

Osservazione: A € M (n) ¢ singolare < non ¢ invertibile.

DEFINIZIONE 2.7.5: Definiamo matrice elementare di M (n, K) ogni matrice ottenuta da I,
eseguendo una sola operazione elementare per riga:

1? tipo: Denotiamo con Ej; la matrice ottenuta da /,, scambiando I'i-esima riga con la j-esima
riga;

2° tipo: Denotiamo con E;(4) la matrice ottenuta da /,, moltiplicando I'i-esima riga per la
costante A # 0;

3° tipo: E;;(4) & la matrice ottenuta da I;, sommando alla riga i-esima 4 volte la riga j-esima.

Osservazione: Se B & ottenuta da A con un’operazione elementare per riga, allora B = E4, dove
E e la matrice elementare corrispondente all’operazione effettuata.

Esempio: A = (Ccl Z)I;‘l—)ﬁ%l B = (c +a3% d _be);
10
E'A=(3 1)(3 d) - (c+a3a d+3b)'

Osservazione: Le matrici elementari sono tutte invertibili:

1) Ej; - E;j = I, poiché scambio le righe i e j e poi le riscambio; percio (Eij)_l = Ej;.

2) E;(A7Y) - E;(1) = I, poiché moltiplico la riga i-esima prima per 1™! e poi per A; percid
(E@)™ = E@™.

3) Eij(A) - Ei;(=2) = I, dunque (El-j(/l))_l = E;(=2).

Quindi se prendo una matrice A € M'(p, q, K) e gli applico n operazioni di riga, ottengo la
ridotta a scalini S:
A-> MA->MMA->..->M,..MA=S§
Se A ¢ invertibile, allora ¢ un isomorfismo; gli M; sono tutti isomorfismi, e la composizione di
isomorfismi e un isomorfismo, percio S e invertibile.
Dunque, detta M = M,, ... M; € GL(p):
K 5 KP 5 KP
K" —— K?
' , S=M-A
Sappiamo che S = M - A/, ma M ¢ un isomorfismo, quindi trasforma basi in basi.

Inoltre {S/1, ..., S’} & una base di Im(S), dunque {4’, ..., A’} & una base di Im(4).

ALGORITMO PER I’ESTRAZIONE DI UNA BASE DA UN GRUPPO DI GENERATORI: Dati
V1, .,V € K%, siad = (vq | ...| V). Detta S una ridotta a scalini di 4, se S'1, ..., S/ sono le
colonne contenenti i pivots di S, allora {vh' . Ujr} ¢ una base Span(vy, ..., V).
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Osservazione: Per estendere vy, ..., v, € K" linearmente indipendenti a base di K" costruiamo
A=y |..|vm|esl..] ey). Poiché i vettori in colonna generano K", applicando l'algoritmo
precedente estendo vy, ..., Uy, a base di K".

Osservazione: Sia A € M (p, n, K). So che 3M € GL(p)| MA = S a scalini.
Per trovare una tale M riduco (4 | I,,) a scalini fino a ottenere (S | B).
Sicuramente 3M € GL(p)| M(A | I,) = (S | B); allora:
{MA =S {M =B

MI=B \BA=S
dunque la matrice cercata e B.

CALCOLO DELL’INVERSA: Sia A € M (n, K). Riduco per righe (A | I,,) finoa (S| *),con S a
scalini. Poiché rk(A4) = rk(S), A & invertibile © rk(S) = n.

Se rk(S) < n, l'algoritmo si ferma, poiché A non & invertibile.

Se rk(S) = n, proseguo con la riduzione fino a ottenere (I | B).

Per 'osservazione precedente, BA = I, cioé B & un’inversa sinistra di A. Ma essendo A
invertibile, allora B & anche inversa destra: B = A~ 1.

Notazione: Sia A € M (p,n). Denotiamo con (Al-l, A Al qu) la sottomatrice di 4
ottenuta in modo che contenga gli elementi nelle intersezioni fra le righe e le colonne
considerate.

DEFINZIONE 2.7.6: Una sottomatrice quadrata si dice minore.

PROPOSIZIONE 2.7.7: Sia A € M (p,n). Sia B un minore invertibile di A.
Allora le righe (o le colonne) che concorrono a formare B sono linearmente indipendenti.
Dimostrazione:

Sia B = (41,5 .., Ay, | AT, ..., AJ0).
Se OflAl'1+. . +aniq

Ma By, ..., B; sono linearmente indipendenti perché rk(B) = q, quindi a; =...= a; = 0.

= 0, a maggior ragione @, B; +... +a,B; = 0.

TEOREMA 2.7.8: Il rango di una matrice coincide con il massimo degli ordini dei suoi minori

invertibili.

Dimostrazione:

Sia A € M (p,n); siar = rk(A); sia p il massimo degli ordini dei minori di 4 invertibili.

e p <r:Sia B un minore p X p di A invertibile. Allora, per la proposizione precedente,
esistono in A p righe indipendenti, quindi r = p.

e p=r:Siano A4; , ..., A; 1 righe indipendenti in A. Allora ho la sottomatrice
B = (4, .., 4; | A%, .., A") di rango .
Allora il rango per colonne & r, dunque esistono in B 7 colonne indipendenti B’1, ..., B/r.
Allora la sottomatrice M di B, M = (Bl, ..,B, | B1, ..., BjT) ha rango r, cioe &€ un minore
r X r invertibile di A.
Dunque p = 1, da cui la tesi.
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DEFINIZIONE 2.7.7: Sia B = (Aj,, ..., Ay | A%, ..., A’t) un minore di A. Definiamo minore

orlato di B un qualunque minore B’ = (Ai1' ...,Aiq,Ahl Al ...,qu,Ak), con h # iy, ..,05 €
k # ji, g

TEOREMA DEGLI ORLATI: Sia A € M (n, n, K). Allorark(A) = k < 3 un minore k X k

invertibile i cui orlati sono tutti non invertibili.

Dimostrazione:

=) Sappiamo che se rk(A) = k allora esiste un minore k X k invertibile e tutti i minori h X h,
con h > k, sono non invertibili. Gli orlati appartengono a questo tipo di minori, dunque
segue la tesi.

&) Se esiste un minore Q k X k invertibile, so che rk(A) = k.
Dunque devo mostrare che se tutti gli orlati di Q sono non invertibili, effettivamente non
puo essere rk(A) > k.
Ovvero se rk(A) > k, trovo un orlato di Q invertibile.

Sia Q dato dalle righe Ry, ., Ry e dalle colonne Ciyr er Cjy -
L’invertibilita di Q implica che la matrice (C] el Cjk) ha rango k.

Dunque Cj,, ..., Cj, sono elementi di K" linearmente indipendenti.
Se rk(A) > k, allora dim Span(Cy, ..., C,) > k, per cui 3C;, | ;
linearmente indipendenti.

Quindi rk(C;, |...1C;, | Cj,.,,) =k + 1.

Inoltre le righe iy, ..., i, di questa matrice sono linearmente indipendenti, perché
identificano una sottomatrice che contiene Q.
Dunque 3 riga R;, | lerighe R; , ..., R;,, R;

ly? le? " lk+1

C

%

C:

Jiq SOTO

10

di questa matrice (k + 1) X (k + 1) sono
linearmente indipendenti.
Questo e un orlato invertibile di Q, dunque ho la tesi.

2.8 SD-EQUIVALENZA

DEFINIZIONE 2.8.1: Sia f:V — W lineare e siano § = {v;, ..., v,J unabasediV e
T = {wy, ..., Wy, } una base di W. Definiamo matrice associata a f rispettoa S e 7"

Msr(F) = ({f @Dz .| [f (w)]7)

a1

dove [f(v)]y = ( 5

) sono le coordinate di f(v;) rispetto a T, cioeé tali che
Oim

f) = agywi+... +a; Wi,

Osservazione: Sia v € V; allora v = x v, +... +x,v,.

f) =x1f(w)+...+x,.f(v,) = xl(a1,1w1+...+a1,mwm)+...+xn(anllwl+...+an,mwm) =
= (aljlx1 +... +an,1xn)w1+. . +(a1,mx1+. . +an,mxn)wm, cioe:

api1X1+.. a1 xy X1
[f(W)]r = ( ? ) = Ms7(f) ( : > = Ms7(f) - s

Ay mX1+.. Foy mXy Xn
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TEOREMA 2.8.1: Siano V, W spazi vettoriali tali che dimV =n, dimW = m.
Sia$§ ={vy,..,v,}basediVeT ={wy,..,w,,} base di W.
Allora I'applicazione:

Msr: Hom(V, W) - M(m,n,K)| f = Ms+(f)

¢ un isomorfismo.

Dimostrazione:
e Iis s e evidentemente lineare;
o T iniettiva, poiché se f € Ker(Ms ), [imgj(f)]l == [EUIS‘T(f)]n =0, cioé f(vy) =...=

f(v,) =0, e per il teorema che dice che 3! applicazione lineare che manda una base in
vettori preassegnati, allora f & 'applicazione nulla.

o Mty & surgettiva, poiché VA € M (m,n) 3! f:V — W lineare tale che
[f w)lr = A%, ..., [f (v)]y = A™, dunque M7 (f) = A.

COROLLARIO 2.8.2: Siano V, W spazi vettoriali tali che dimV = n, dim W = m. Allora
dimHom(V,W) =m-n.

Dimostrazione:

Segue dal fatto che Vbasi di V e W, l'applicazione M5 +: Hom(V, W) —» M (m,n,K) e un
isomorfismo e dim M'(m,n,K) = m - n.

Notazione: Se V € uno spazio vettoriale e B ¢ base di V, denotiamo con V3 lo spazio V rispetto
alla base B.

PROPOSIZIONE 2.8.3: Siano f: Us = Vy e g:Vy — Wy, lineari e siano A = Ms 7(f) e
B = EUET‘R(g). Allora g‘RS,IR('g o f) =B -A.
Dimostrazione:

Vvu€eU, [(ge flw)]g = [g(f(u))]72 =B-[f(uw)]r =B-A-[uls, da cui la tesi.

Osservazione: Se S ¢ base di V, T ¢ base di W e A = M5 +(f), allora il diagramma

viw

[Is 4 Lllr
K'l’l_) Km
A

€ commutativo, cioé per “andare” da uno spazio all’altro si puo seguire un qualsiasi percorso
(dunque ad esempio Ao [ ]s =[5 o f).
Inoltre il diagramma:

g°f
7 g
Vs wS Z
[1s 1 LIy 1M
K" - K™ > KP
A

€ commutativo.

PROPOSIZIONE 2.8.4: Sia f:V — W lineare, A = Ms 7 (f). Allora rk(f) = rk(4).
Dimostrazione:

Sia S = {vy, ..., vy }; allora Im(f) = Span(f (vy), ..., f(v,).
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Inoltre [f(v;)]; = A* Vi.
Se ¢ = []7: W - K™ & I'isomorfismo indotto dalla base T, allora ¢(Im(f)) = C(A) = Im(4).
Per cui rk(f) = dim Im(f) = dim Im(A4) = rk(A).

Osservazione: Per la proposizione precedente, se {Ajl, . Ajr} ¢ una base di Im(A), allora

{f(vjl), ...,f(vjr)} ¢ una base di Im(f).

COROLLARIO 2.8.5: Sia f:V — W lineare, dimV = dim W = n.
Allora f ¢ invertibile & A = My 7 (f) ¢ invertibile.
Dimostrazione:

f ¢ invertibile © rk(f) = n © rk(A) = n & A ¢ invertibile.

DEFINIZIONE 2.8.2: Siano §, 7 basi di V. Definiamo matrice del cambiamentodi baseda § a T
la matrice M (id).

Osservazioni: 1) Se N = M5+ (id) e v € V, allora [v]r = N - [v]s. Dunque N trasforma le
coordinate di v rispetto a § nelle coordinate di v rispettoa T'.
2) Evidentemente M +(id) - Mz s(id) = I, dunque M5 7 (id) & invertibile e

-1
(Ems,f(id)) = My s(id).

3) Se B = {vy,...,v,} & base di V, allora [ |5 (v;) = e;, cioé [ | trasforma B nella base canonica
di K".

4) Se g:V — K" & un isomorfismo, allora 3! base B di V tale che g = [ |3.
Infatti, per 'osservazione precedente, B = {g~1(e,), ..., g '(en)}, dunque & unica.

PROPOSIZIONE 2.8.6: Sia V uno spazio vettoriale, dimV = n, B base di V, A € GL(n). Allora:
1) 3lbaseSdiV | A = Ms3(id);
2) Albase T diV | A = My (id).

Dimostrazione:
1) Le ipotesi creano una situazione del genere:
id
V-V
Lz
Kn - Kn
A

A & un isomorfismo, dunque anche A~ & un isomorfismo.
Allora 3! isomorfismo g: V — K"| il diagramma:

vV l—d> vV

gl 1ls
K™ —» K"
A

commuti. In particolare g = A7 o [ ].
Per l'osservazione 4) 3! base § di V tale che g = [ |5 (che dunque sara
S={g7" (e, .. g7 (en)} = {[15" (A(eD), ., [ 13" (Alen))} = {[A"]5", ... [4"]13D).

2) 3!'g = A o[ ]g isomorfismo che rende commutativo il diagramma:
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[lz lg
]K”?]Kn

Per 'osservazione 4) 3! base T di V tale che g = [ |7.

Osservazione: Sia f:V — W lineare, §,8" basidi V, 7,7 basi di W. Siano A = M+ (f) e
A" = Mg, 7,(f). Siano inoltre N = My, s(id) e M = M7 7,(id).
La situazione dei dati & dunque:

Ve 5wy
N 1T Il M
VSIA_)WTI

Il diagramma e commutativo e dunque A" = MAN, ossia:

Ms, 7 (f) = My 7, (id) - Ms 7 (f) - M, s ((d).

DEFINIZIONE 2.8.3: f,g € Hom(V,W). f e g si dicono SD-equivalenti (f =g, g) ©
Jh € GL(W), 3k € GL(V)| g = ho f o k.

Osservazioni: 1) =g, € una relazione di equivalenza (la verifica e lasciata al lettore);
2) Se f =gp g, allorark(f) = rk(g), poiché componendo isomorfismi il rango non cambia (il
rango € dunque un invariante per =gp);

DEFINIZIONE 2.8.4: A,B € M (p,n,KK). A =¢, B < 3IM € GL(p), 3N € GL(n)| B = MAN.

Osservazione: Dalle definizioni segue immediatamente che, se A = Mz s(f), B = M3y s(g),
a].loraf ESD g s A ESD B.

Osservazione: Se B = MAN, con M, N invertibili, posso vedere A come un’applicazione lineare:
A = Mee(A), dove C e la base canonica.
Inoltre, se interpreto N = M e (idgn), M = Me 7 (idgp):
K - KZ > K¢ - K7
Allora B = M 7(A).
Per cui A =gp B ¢ rappresentano la stessa applicazione lineare in basi diverse.
Estendiamo questa osservazione al caso delle applicazioni lineari con la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 2.8.7: f,g € Hom(V,W). Allora:
f=spg © 3B, B basidiV, 3S,S’ base di W tali che Mgy, 5,(f) = Mz s(9g).
Dimostrazione:
=) Fisso B base di V e S base di W.
Per ipotesi 3h € GL(W), 3k € GL(V)| g =hof o k:
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g:hofok

Kk f h
Vv - vV - W - W

[1z ! [z { [1s 4 Vs

K* - Kt - KP
N A

S
~
<

Allora Mz s(g) = MAN, con A = Mz s(f).

Interpreto N e M come matrici del cambiamento di base:

3! B' base di V| My 3(idy) = N,

3!S" base di W| M 5/ (idy,) = M.

Allora My o/ (f) = Mg o/ (idy) - Mp s(f) - My 5(idy) = MAN = My s(g).
<) Analogo.

PROPOSIZIONE 2.8.8: f:V — W lineare, dimV =n, dimW = p, rk(f) =r.
Allora 3B base di V, 3S base di W:
Mps(f) = (

L |

| 0

)EM(p,n,]K)

Dimostrazione:

dimKer(f) =n—r.

Sia {v;;1, ..., ¥, } una base di Ker(f).

Sia B = {vy, ..., Uy, Vg1, .o, U} base di V.

Allora {f (v1), ..., f(v,-)} € una base di Im(f) (in quanto f(v;) =0 Vr + 1 <i < n).
Lacompletoa § = {f(vy), .., f(¥), Wypq, -, Wp} base di W.

Allora B e § verificano la tesi.

TEOREMA 2.8.9: f =5, g © rk(f) =rk(g).
Dimostrazione:
=) Gia vista.

L]0
<) Se rk(f) = rk(g) = r, allora per la proposizione precedente 3B, S basi| Mz s(g) = ( 6 : 0 >,

Cer L]0
3B’, S’ basi| My s/ (f) = m .

Poiché =g, € una relazione di equivalenza, ho la tesi.
Osservazione: Il rango € dunque un invariante completo per =g, in altre parole 'insieme
quoziente Hom(V,W)/=., har = min(dimV,dim W) + 1 classi di equivalenza, in quanto il

rango di una matrice m - n puo oscillare fra 0 e min(dim V', dim W).

Esprimiamo le due precedenti proposizioni anche a livello matriciale:
I |10
PROPOSIZIONE 2.8.10: A € M (p,n,K).Serk(A) =r = A =5 m .

TEOREMA 2.8.11: 4, B € M (p,n,K). Allora A =, B < rk(4) = rk(B).
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Si ritrova dunque il seguente risultato:

COROLLARIO 2.8.12: rk(A) = rk(tA).
Dimostrazione:

.10
Denotiamo J,.(p,n) = (W) € M(p,n).
Se rk(A) = r, AM, N invertibili| A = M - J,(p,n) - N.
Dunque ‘A =N -t),.(p,n) - *M =N - J.(n,p) - 'M.
Ma *M e 'N sono invertibili, dunque ‘A =g, J.(n,p).
Poiché rk(J,(n,p)) = r, segue che 7k (*A) = 7.

2.9 SPAZIO DUALE

DEFINIZIONE 2.9.1: Sia V un K-spazio vettoriale. Si definisce spazio duale V* = Hom(V, K).
Gli elementi v; di V" sono detti funzionali lineari.

PROPOSIZIONE 2.9.1: Sia B = {vy, ..., v, } base di V. Vi, sia v;: V — K il funzionale definito da

v; (vj) = §;j, dove §;; ¢ il delta di Kronecker.

Allora B* = {vy, ..., v;;} & base di V", detta base duale di B.

Dimostrazione:

e I v/ sono linearmente indipendenti, infatti se a,v;+...+a,v, = 0, allora
(ale+...+anv;§)(vj) = 0 Vj. Poiché 0 = (alvf+...+anv;)(vj) = (ajvj*)(vj) = a; Vj,
concludiamo che a; =...=a, = 0.

e Dimostriamo che generano:
sia f € V*; cerco aq, ...,a, € K| f = aqvi+... +a,v,.

Poiché Vj,f(vj) = (a vi+... +anv§)(vj) = a;, basta scegliere a; = f(v;) e ottengo la tesi.

f (1)
Osservazione: Per la dimostrazione precedente, [f ]z = N

f ()
DEFINIZIONE 2.9.2: Si definisce spazio biduale V** = (V*)* = Hom(V*, K).
Osservazione: dimV = dimV* = dim V*".

Notazione: Sia B = {vy, ..., ,} una base di V. Poniamo ¢g:V = V*| v; = ¢3(v;) = v] Vi.
Quindi:
v By ye

TEOREMA 2.9.2: L’applicazione y: V = V*"| v > 1y, (v), dove

Yy(0):V* = K| g = Py (v)(g) = g(v):
1) e un isomorfismo canonico;
2) Vbase BdiV, g o @ = y.
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Dimostrazione:

1)

Dimostriamo innanzitutto che effettivamente ¥, (v) € V**, cioé che ¥y, (v) & lineare Vv:
Vv eV, VALu€eK, Vf,g eV, Y,(W)UAf +pg) = Af +ug)(@) =Af(v) + ug(v) =
Ay () (f) + upy (v)(g), che implica che ¥y, (v) & lineare perché conserva le combinazioni
lineari; dunque ¥y,: V — V** & ben definita.

Lasciamo la verifica che 1y, & lineare, cioé che Vv,,v, € V, Yy (a vy + ayv,) = a Py (vy) +
azpy (v2), cioe che Yy (aivy + a;v,)(g) = (aﬂljv(vl) + azlpv(vz))(g) vgev©

Poiché dim V** = dim V, dimostriamo solo I'iniettivita di ¢y

siav € Ker(iy) = Ypy(v) =0 = Yy(v)(g) =g(v) =0 Vg €V* = v =0, poiché se

v # 0,39:V - Klineare| g(v) # 0, assurdo.

Dunque ¥ € un isomorfismo ed evidentemente non dipende da nessuna base.

Devo mostrare che, fissata B = {vy, ..., 1, }, (@3- ° 93) (v;) = Py (v;) Vi, poiché se due
applicazioni lineari coincidono su una base, evidentemente coincidono su qualunque
elemento dello spazio e dunque sono uguali.

Ma poiché (@3- © 93)(v;) e Py (v;) sono due funzionali di V**, per mostrare che sono uguali
bisogna far vedere che coincidono su una base di V*, cioe che

(@z ° o) W) (v]) = Yy (W) (v) V.

Ora:

(@5 ° 00) WD () = (02 (02())) (%)) = (05 WD) (¥]) = @ I(¥}) = 853
l/)V(vi)(Uj*) = (vj*)(vl-) = §;j, dunque ho la tesi.

DEFINIZIONE 2.9.3: Sia S c V. Si definisce annullatore di S Ann(S) = {f € V*|f|s = 0}.

PROPOSIZIONE 2.9.3: 1) VS c V, Ann(S) é sottospazio vettoriale di V*

2)
3)
4)
5)

SCT = Ann(T) € Ann(S)

Se U é sottospazio vettoriale diV e dimU = k = dimAnn(U) =n—k
vf € V", Ann(f) =y (Ker(f)

YU sottospazio vettoriale di V, Ann(Ann(U)) = yy (V).

Dimostrazione:

1)
2)
3)

E una semplice verifica.
SefeAnn(T)= f(v)=0VveT2S = f € Ann(S).
Sia {uy, ..., Uy } base di U. La completo a {u,, ... ug, V41, ..., Vn} base di V. Provo che
{viiq, o v} € base di Ann(U):
e Sicuramente v; € Ann(U) Vi = k + 1, poiché v; (u;) = 0 Vj < k;
® Vp,q, ..,V sono linearmente indipendenti perché elementi della base duale;
e Mostriamo ora che vy, 4, ..., Uy, generano:
Sia f € Ann(U) cV* = 3ay,...,a, €E K| f = qqui+... +apuy + g1V +-- . +ayvy.
Poiché f € Ann(U), allora f(u;) =0 Vi < k,quindia; =...= a, = 0.
Dunque f = Ap41Vi4q+- .. +ayvy, da cui la tesi.
Ann(f) = {th e V'IR(f) = 0} = (v (x) € V" [Py () (f) = f(x) = 0} =
Yy({x €VI|f(x) =0} = ¢V(Ker(f))-
Poiché dimyy,(U) = dimU =n —dimAnn(U) =n—n + dimAnn(Ann(U)) =
dim Ann(Ann(U)), dimostro solo che Y, (U) € Ann(Ann(U):
Vx € U, Yy (%) | annw) = 0, perché Vf € Ann(U), ¢y (x)(f) = f(x) = 0.
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Notazione: Al posto di P, (U) scriveremo semplicemente U.

DEFINZIONE 2.9.4: Sia f:V — W lineare. Definiamo trasposta di f:
FW V(g =ge°f.

Osservazione: E una buona definizione, poiché se g: W — K, allora g o f:V » W — K, cioe
gefev.

PROPOSIZIONE 2.9.4: 1) {f:W* - V* & lineare
2) Y(*f) = f (grazie all'identificazione degli isomorfismi canonici ¥y, e ¥yy), cioe &
commutativo il diagramma:
f
Vv 7 W
Yy L L Yw
* K —_— * %
‘on)

3) Se h:W — Z & lineare, allora {(ho f) = {f o th
4) Ker(*f) = Ann(Im(f))
5) Im(tf) = Ann(Ker(f))

t
6) SeBebasediV eS e&basedi W, Ms-5-(*f) = (img,g(f))-

Dimostrazione:
1) Vaq,a, €K, Vg,,9, EW™
‘flarg1 + a29;) = (191 + a292) o f = a;(g1© f) + a,(gz2 0 f) = a1'f(g1) + a2 f(92).
2) Devo mostrare che Py, o f = t(*f) o 3y, ossia che
vv €V, (w o )W) = (*(*f) o Yy) (v), ossia che
vg € W*, (P o W)(g) = (CC°f) e Yy) (w) (9).
Ww o NP = Yw(f)) (@) = g(f(»)) = (g ° H(W);
CEN Y)W = CHWv () (@) = @) « 1) () = Yy W)(f(9)) =
=yy(W)(gef)=(g°fHW).
3) VgeZ, (hof)(g)=gohof ="h(g)ef="f(*h(g)) = (*f ° ‘M) (9).
4) <)Siag € Ker(*f), cioe tf(g) = go f =0 = Vf(x) € Im(f), g(f(x)) = 0, quindi
g€ Ann(]m(f));
D)Siag € Ann([m(f)) =>Vx eV, g(f(x)) = (0, cioé (tf(g))(x) =0 Vx € V, quindi
tf(g) = 0, cioe g € Ker(tf).
5) Perla4)so che Ker(!(‘f)) = Ann(Im(tf)), cioe Ker(f) = Ann(Im(*f)), quindi,
applicando 'annullatore, Ann(Ker(f)) = Ann (Ann(lm(tf))) = Im(tf).
6) B={vy, .., 0}, S ={wy,..,wp}. Sia 4 = My 5(f), N = Mg 5-(*f).

' (Wj* ° f) (v1)
Allora N/ = [tf(wf)]B* = (o f)( )
w; o f)(vy,

Ora [f (v;)]s = A', cioé f(v;) = [Aly;w;+... +[Al,iwy, da cui:
W]*(f(vl)) = [A]]l’ ossia [N]U = [A]]l’ dacuiN = tA.

>, dunque [N];; = (w; o f)(w) = w (f(v)).

Osservazione: Ancora: 7k(*4) = dim Im(*4) = dim Ann(Ker(f)) = n — dim Ker(f) = rk(A)

49



3 ENDOMORFISMI

3.0 ALCUNE NOZIONI SULLE PERMUTAZIONI

Notazione: Denoteremo J, = {1, ...,n} e S, = S(J,,) le permutazioni di J,.

Notazione: Denoteremo con ( ) la permutazione o tale che i = o (i) Vi.
o(1) .. o)

DEFINIZIONE 3.0.1: Definiamo orbita di i secondo o la successione:
i->o(@)->..» () =i.
L’orbita si dice banale quando consiste di un solo elemento, cioe o (i) = i.

DEFINIZIONE 3.0.2: ¢ € S, si dice ciclo se contiene una sola orbita non banale.
Due cicli si dicono disgiunti se non hanno elementi in comune.

Notazione: Denoteremo con (1 .. M) il ciclo tale chen; - n;y; V1 <i<keng - n,.
PROPOSIZIONE 3.0.1: Cicli disgiunti commutano.

Esempio:Seoc=(1 2 4)o(3 5)etr=(3 5)o(1 2 4),0,7€Ss:
/1 2 3 4 5 _ (1 23 45
_(2 4 5 1 3)’T_(2 4 5 1 3>'

PROPOSIZIONE 3.0.2: Ogni o € S, si scrive come composizione di cicli disgiunti, in modo
unico a meno dell’ordine.

1 2 3 4 5 6
4 3 5 1 2 6
1->4-1,cioéhoilciclo (1 4),

2—->3->5-2 cioehoilciclo(2 3 5),
6 — 6, cioe ho il ciclo banale.
Quindic=(1 4)o(2 3 5).

Esempio: 0 = ( ) La decompongo in cicli:

DEFINIZIONE 3.0.3: Sec = (1 - M) & un ciclo, definiamo lunghezza di ¢ I(c) = k.
Per convenzione [(id) = 1.

DEFINIZIONE 3.0.4: Definiamo trasposizione un ciclo di lunghezza 2: 7 = (1 12).
DEFINIZIONE 3.0.5: Se 0 = ¢; © ... ¢p, con ¢y, ..., ¢, cicli disgiunti:
1) poniamo N (o) = (I(c;) — 1)+...+(l(cp) — 1)

2) diciamo che o e pari (dispari) se N (o) & pari (dispari)
3) definiamo segno di ¢ sgn(o) = (—=1)N(@,
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Osservazioni: Tutte le trasposizioni sono permutazioni dispari.

PROPOSIZIONE 3.0.3: Ogni ciclo ¢ di lunghezza k si puo scrivere come composizione di
N(c) = k — 1 trasposizioni (non disgiunte).

Dimostrazione:

Sec=(M .. Ng), non é difficile verificare che c = (M1 Ng)o ..o (M1 Ny).

Osservazione: La decomposizione di un ciclo nel prodotto di trasposizioni non & unica, ad
esempio(1 2 3)=(1 3)1 2)=00 2)1 3)(2 3)A 2).
Si puo pero dimostrare il seguente fatto:

PROPOSIZIONE 3.0.4: La parita del numero di trasposizioni che compongono un ciclo &
costante.

PROPOSIZIONE 3.0.5: Sia ¢ € S,,. Allora N(¢) = N(¢71).
Dimostrazione:

Sia 0 = ¢; © ... ¢, la decomposizione di ¢ in cicli disgiunti.
Allorag™t! = erl o..ocih.

Inoltre I(c;) = l(c; 1), poiché (N1 . M)™1 = (Mg ... M),
Percio Vi, N(¢;) = N(¢c;') = N(o) =N(c71).

1

Osservazione: Poiché 0 o 07" = id, componendo ¢ con N (o) trasposizioni si ottiene l'identita.

3.1 DETERMINANTE

DEFINIZIONE 3.1.1: Sia A € M (n, K). Definiamo determinante una funzione D: M (n, K) —» K
tale che D(A) = 0 < le righe di A sono linearmente dipendenti (& rk(4) < n).

Osservazione: Cerchiamo una tale D, nello spazio M (2, K).

. _(a b
Sia A = (C d).
e Sea =0 Ac = 0lerighe sono dipendenti;

e Sea=0 Ac # 0, allora le righe sono dipendenti < b = 0.
e Sea # 0, riduco a scalini:

,_(a b
A= (O d-— bca‘l)’
dunque le righe di A sono dipendenti & d — bca™ =0 < ad — bc = 0.

Riassumendo, se pongo D,(A) = ad — bc, ho l'applicazione voluta, tale che D(4) =0 & le
righe di A sono linearmente dipendenti.

DEFINIZIONE 3.1.2: Siano V, W K-spazi vettoriali. Sia f:V X .. XV -> W.

nvolte
Vi=1,..,nfisso Wy, ..., W;_1, W41, .., Wp EVesiaf; = f(Wy, .., Wi, U, Wigq, ., Wp): V > W.

L’applicazione f si dice multilineare se f; e lineare Vi.
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Osservazione: L’applicazione determinante che stiamo cercando deve essere multilineare,
poiché deve essere lineare in ogni riga.

a b

PROPOSIZIONE 3.1.1: La funzione D,: M (2, K) - K| D, (C g

seguenti proprieta:

1) D, e lineare in ogni riga;

2) Se A ha due righe uguali, D,(4) = 0;
3) D,(I)=1.

Dimostrazione:

) = ad — bc verifica le

1) Verifichiamolo solo per la prima riga; poniamo B = (a; b;),C = (a; by). Allora:
D, (AB H) =, (P At b — G, o+ pay)d — by + by =

Az c d
A(ald - b1C) + ‘u.(azd - sz) = ADZ (f ) + ‘UDZ (146 >, da cui la tesi.
2 2

2) Ovvia.
3) 1-1-0-0=1.

PROPOSIZIONE 3.1.2: Se D verifica le proprieta 1), 2), 3), allora verifica anche le seguenti:

a) Se A ha una riga nulla, D(4) = 0;

b) D(.., A, 4j, ) = =D (e, 4j, o, Ay, )

c) Se B é ottenuta da A sommando ad una riga una combinazione lineare delle altre righe
(operazione elementare di 3° tipo), allora D(B) = D(A);

d) Se le righe di A sono linearmente dipendenti, D(4) = 0;

a, 0

e) SeA= ( >, allora D(A) = a; - ... a,.
0 a,

Dimostrazione:

a) Sed; =0,allorad =(A;|...10-B|...] 4,).
Dunque D(A) =0-D(A4|...|B|...| 4,) = 0.
b) Considero la matrice (...,Ai + Aj, ..., A + A, .. )
Per la proprieta 2), D(...,Ai + 4;,.., A + A, ) =0.
Per multilinearita:
0=D(.., i+ 4. i+ 4j,..) =D(c, Ay, A, ) + D( Ay, o 4y, ) +
D(..,dj, ., Ai . ) + D(i 4y i 4y .) = 0+ D(ee, A4y oo Ajy ) + D( 4y o Ay ) 40,
da cui la tesi.
c) Supponiamo B = A; + )., a;A;. Allora:
D(B) = D(A; + X1, a;A; , Ay, ... Ay) = D(A) + ¥, a;D (A, Ay, .., Ay).
Ma la sommatoria € nulla, in quanto per la proprieta 2) tutti i termini sono nulli, dunque
D(B) = D(A).
d) Supponiamo 4; = YIL, a;A;. Allora:
D(A) =D, aiA; Ay, ..., Ay) = Y, a;D(A;, Ay, ..., Ay) = 0.
e) Se A é diagonale, allora 4; = a;I; Vi. Percio:
D(A) = a.D(I},a51,, ...,a,1,) =...=a; " ..ma,-D(I) = a; - ... a,.
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Nella seguente esposizione riguardo al determinante dimostreremo prima che, se la funzione
determinante esiste, allora & unica, e solo dopo ne mostreremo l’esistenza.

PROPOSIZIONE 3.1.3: Se D verifica 1), 2) e 3), allora & unico.
Dimostrazione:

Sia S a scalini ottenuta da A con m operazioni di 1° tipo e k di 3° tipo.
Allora D(A) = (—1)™D(S).

Se S ha una riganulla= D(S) =0 = D(4) = 0.

a, 0
Altrimenti con solo operazioni di 3° tipo portiamo S nella forma §' = ( )

0 a,
Dunque D(S) =D(S') =a,*.."a, = D(4) = (—1)™a, * ...* a,, percid in ogni caso ¢ unico.

COROLLARIO 3.1.4: Se D é una funzione che verifica 1), 2) e 3), allora:

D(A) = 0 & lerighe di A sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione:

<) Gia fatta.

=) Se le righe di A fossero indipendenti, allora D(4) = (—1)™a, - ... a,, # 0, assurdo.

PROPOSIZIONE 3.1.5: Se D: M'(n, K) — K verifica 1), 2) e 3), allora:
D(A) = Z Sgn(a) "A1,6(1) T " Anya(n)

OESy
dove a;j = [A]U
Dimostrazione:
n Iil
n
2 Ay, 1
(ilzl ' 1\ n Z aZ,iz ) 112 Il_l
D(A) =D Az = Z al'ilD ip=1 =...= z al'il Lt an,inD _
— i1=1 As t1€Jn I;,
A iné]n
n —An
Iy
Ma se fra gli i; ce ne sono due uguali, allora D| : | =0, poiché ha due righe uguali.
In
Percio:
Iﬁ I51)
D(A) = Z Ay "t An, D E = Z A16(1) " - Anem)D | i
i1, winJEJR Il-n OESy Ia(n)
Is(1)
Si riporta la matrice | a I con N (o) scambi di righe, per cui:
Ia(n)
D(4) = Z (D" a;50) o Angm DU) = Z sgn(o) - Q1,6(1) * - An,o(n)-
| S — —_—
oeS, sgn(o) =1 OESy,
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Osservazione: La precedente proposizione e una dimostrazione alternativa dell’unicita di D.

Esempi: Applichiamo la formula trovata ai casi pit semplici (¢ molto laborioso applicarla alle
matrici di ordine > 3):

e n=2:5,= {id, (1 2)} esgn(id) =1, sgn(o) = —1.

g

a1 Q412 S
D ( ) =1"aya1) " A2ia) T (1) " A1,0(1) " A2,6(2) = Q11822 — A12a31, che coincide

a1 Az
con la formula che gia avevamo.

. n=3:S3={ l\_gi (1 2),1 3),2 3),1 2 3,0 3 2)p

sgn=1 sgn=-1 sgn=1
a1 Q12 0433
D <a21 azz azs) =
31 043z dszs
= (11022033 + A12023031 + A13021A32 — A12021033 — A11A23032 — Q13022031

Osservazione: La precedente espressione per il determinante nel caso n = 3 e detta regola (o
formula) di Sarrus.

DEFINIZIONE 3.1.3: Definiamo D,;: M'(n, K) — K la funzione definita da:
sen=1,D;(a) =a;

sen=2,D2(Z Z) =ad—.bc;

sen > 2, Dy(A) =Y, (—1)" - [A]i; - Dy_1(4;1), dove A;j & la sottomatrice di A di ordine
n — 1 ottenuta da A cancellando la riga 4; e la colonna A/.

Questa sottomatrice prende il nome di complemento algebrico dell’elemento a;;.

L’applicazione D,, appena definita si chiama sviluppo di Laplace secondo la prima colonna.
Osservazione: L’applicazione D, e stata definita ricorsivamente.

PROPOSIZIONE 3.1.6: L’applicazione D,, verifica le proprieta 1), 2) e 3).

Dimostrazione:

Procediamo in ogni caso con I'induzione su 7; in tutti e tre i casi abbiamo gia provato il passo
base, dunque qua mostriamo solo il passo induttivo.

E= A

1) Siano A = | B+ uC |« 4;, A’ = A, A =T | A

o ree - . J
—) ™ +)
Dobbiamo dimostrare che D,,(4) = AD,,(A") + uD,,(A").
Osserviamo che:
{[A]u =[A"]n=[4"]n Vi#]
[Alj1 = A[A']j1 + ulA" ]2
mentre se [ # j il minore 4;; ha una riga che &€ combinazione lineare di due righe dei minori
Ay e Aj).

, inoltre Aj; = A]'-1 = ]"1,
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Dunque per ipotesi induttiva:

Vi # j, Dp_1(Ai1) = ADy_1(A{y) + uDy_1(A7)).
Allora:

D (A)—Z( D (Al Doy (Air) =
Z( )l+1 11 ’ Dn—l(Ail)) + (_1)j+1 ’ [ j1 Dy 1( 1) =

i#j

Z(( DL [Aly - (ADy_1(A}) + Dy, (A}, )))+(_1)j+1_

i%j
- (A[A'Tj1 + ulA"]j1) - Dnov (A1) =
=/12 (D)™ [A";1 - Doy (A1) +llz (-1 [A"];y * Dy 1(14”11))

= AD.,(A") + uD,, (A",

2) Supponiamo che A abbia due righe uguali, ad esempio A; = 4y, j < h.

Sei # j ei # h, anche il minore A;; ha due righe uguali e quindi, per ipotesi induttiva,
D,_1(4;1) = 0. Dunque:
Dy(4) = (=1)/**[A]j1Dn—1(Aj1) + (=1)"**[Alp1 Dy -1 (An1)
Poiché A; = A, si ha che [A];; = [A]p1.
Inoltre i minori 4j; e Ay, contengono le stesse righe ma in posizioni diverse.
Pil precisamente, se A;, denota la riga A,, privata del primo elemento, si ha:

i, i,
7. A=,
Aj1 = > Ahl - :
Ay = A]'- A4

’
Ah+1 Ah+1

Allora Aj; pﬁb essere trasformato in Ay, attraverso h — 1 — j scambi di righe, per cui
Dy_1(Ap) = (—1)h_1_an—1(Aj1)-
Dunque:
Dn(A) = (1) [Alj1Dna (A1) + (D" ALy (=D D1 (A1) =
= [A]len—l(Ajl) ' ((—1)j+1 + (—1)2h_j)
Maj + 14 2h — j = 2h + 1 dispari, allora ((—1)/** 4+ (=1)?*7/) = 0, da cui la tesi.

3) L’unico contributo allo sviluppo di Laplace ¢ dato da [A];; = 1, il cui complemento

algebrico e I,,_;.
Per ipotesi induttiva D,,_;(I,_;) = 1 e dunque D,,(1,) = 1.

Osservazione: Con la precedente dimostrazione abbiamo dimostrato l'effettiva esistenza della

funzione determinante.

DEFINIZIONE 3.1.4: Chiamiamo determinante I'unica funzione det : M'(n, K) - K che verifica
1),2) e 3).
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Osservazione: Abbiamo visto che det(4) = 0 <« le righe di 4 sono dipendenti < A & singolare.
Inoltre A & invertibile & det(A4) # 0.

Osservazione: Con la stessa dimostrazione si prova che lo sviluppo di Laplace secondo una
colonna A/:

D, (A) = Z(—l)i” [A]ian—l(Aij)
i=1

verifica 1), 2) e 3) e dunque coincide con det(A4) (per 'unicita).
Osservazione: Dalla definizione, det(14) = A" det(4).

TEOREMA DI BINET: VA, B € M (n, K), det(AB) = det(4) - det(B).
Dimostrazione:
Se det(B) = 0 = rk(B) < n e dunque rk(AB) <n = det(4B) = 0.

Se det(B) # 0, si consideri f: M'(n,K) — K definitada f(4) = det(4B),

det(B)’
f verifica le proprieta 1), 2) e 3), infatti:
1) Se unariga di A & combinazione lineare di due righe, allora lo stesso vale per AB.
Ne segue che f & lineare nelle righe (poiché il denominatore det(B) ¢ una costante).

2) Se A ha due righe uguali, allora ce le ha anche AB (poiché ancora B ¢ isomorfismo); dunque
det(AB) =0 = f(A) = 0.

__det(UB) _
3) fU)= o) =
Per l'unicita della funzione det, f(A) = det(A) e dunque det(4) = d;:t(?BB)), tesi.
COROLLARIO 3.1.7: Se A & invertibile, allora det(4™1) = (det(4)) L.
Dimostrazione:
1 =det(l) =det(4-A71) = det(4) - det(4™ 1) = det(4™ 1) = (det(4))~ L.
PROPOSIZIONE 3.1.8: VA € M (n, K), det(t4) = det(A).
Dimostrazione:

det(‘4) = Z sgn(o) - ["Al1or) * - [*Alnom = Z sgn(o) - [Aloy1 * " [Alogun
OESn OESy

Siat=0"1.8ed(i) =j = t(j) =i, dunque [A],»); = [A];())-
Riordinando il prodotto e poiché sgn(o) = sgn(a~1):
det(*4) = " sgn(®) [l - [l = det(d)

TESH

COROLLARIO 3.1.9: det(A) puo essere calcolato mediante sviluppo di Laplace secondo una
qualsiasi riga.
Dimostrazione:

D (DAL det(4y) = D (D[fA]y det(CAi) = ) (~DI (Al det((FA)y) (=]

= d;t(tA) = det(4),
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dove il passaggio [=] deriva dal fatto che quella precedente ¢ esattamente lo sviluppo di Laplace
della j-esima colonna di ‘A.

Osservazione: Poiché det(‘*A) = det(A), la funzione determinante verifica le proprieta 1), 2) e
3) anche per le colonne.

REGOLA DI CRAMER: Sia AX = B un sistema lineare quadrato con n equazioni e n incognite,

V1
det(A) # 0. Allora la sua unica soluzione ¢ Y = ( : ), dove:

Yn
det(B()) _ 1 n
yi ="l dove B() = | Y| .| B |.la")
i—esima
colonna
Dimostrazione:

Poiché Y é soluzione di AX = B, allora AY = y1A1+ .+y,A" = B. Allora:

det(B(i)) = det| A | ... ZyJAJ | .. Zy] det(A' | ..] A7 | .| A™) = y; det(A)
Jj=
poiché se j # i, allora (A | ...| A/ | ...| A™) ha due colonne uguali e dunque
det(A] .| 47| .| A") = 0.
Quindi, visto che det(A) # 0, si ha la tesi.

CALCOLO DELI'INVERSA: Se A ¢ invertibile, allora la matrice B definita da
131, = -1y i)
/ det(4)
é I'inversa di A.
Dimostrazione:
Poiché A ¢ invertibile, mi basta mostrare che AB = I, poiché se B ¢ inversa destra allora ¢ anche

i det(Ay;)
[AB]hk_z Inil lk_z( D™ [Aln det(A)

_ _ n _ l+h det(Am) det(A) .
Seh =k = [AB]p, = Xizi (=D [A] dotd) . det(a) =1

se h # k = [AB]y, = 0, poiché il numeratore ¢ lo sviluppo secondo la riga k-esima di una

inversa sinistra.

matrice ottenuta da A sostituendo ad Ay la riga A, e che quindi ha due righe uguali = tesi.

Osservazione: La formula dell'inversa implica la regola di Cramer.
Infatti sia dato il sistema lineare n X n AX = B.
L’unica soluzione ¢ Y = A™'B.
- det(Aj;)

V1
: _ _ _ det(B()
n

L’ultimo passaggio deriva dal fatto che quello sulla sinistra e lo sviluppo secondo la prima
colonna di una matrice ottenuta da A sostituendo la colonna B alla colonna A*.
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Osservazione: Siano 4, C matrici quadrate. Allora, sfruttando il prodotto a blocchi, possiamo
A | B 110 A | B
o]c/ \o|c)\o| I

A| B 110 A| B
det( ) = det(—) : det( ) = det(C) - det(4)
0] C 0] C 01 I

110
poiché eseguendo lo sviluppo di Laplace secondo la prima riga nella matrice <0 | C>’ si ottiene

vedere che:

Dunque:

1-..-1-det(C) = det(C). Analogamente per l’'altra matrice.

a b

Osservazione: Sia A = (c d) € M (2,R). Sia P il parallelogramma con lati (a, b) e (c, d).

Posso supporre a > 0.
e Casol):b=0,d>0.

(e, )

P

\-:TN_IIJ]

Area(P) = ad = det (a O) = det (a b).

c d c d
e Caso2):b=0,d<0.
Ribaltiamo P rispetto all’asse x ottenendo P':

(e, —d)

(e, )

Area(P) = Area(P') = det (Ccl _O ) = —det (a b).



Dunquese b = 0 = Area(P) = |det (Ccl Z)|

e Caso generale): Sia Ry la rotazione antioraria degli assi di angolo 6.
(cos 6 —sin6
sinf cos®@

o = ); sia P’ il parallelogramma P nei nuovi assi.

1 (e d)

1

r LB
(o', )

Sicuramente Area(P) = Area(P').
P’ halati (a’,0), (¢’,d"), percio:

(0)- (cx8 o) (@) L o= ercosg
(CCZ) _ (cos@ —sin@) (c’) o €= c¢'cosf —d'sinf

sin@ cos8 /\d’ d=c'sing +d cosb’
Vediamo che:

|det (Z Z)l =|ad — bc| =|a’cosB (c'sinf + d' cosf) —a’'sinf (¢’ cosO — d’' sin )|
= |a’c’ cosBsin6 + a’'d'(cos8)? —a’c’sinB cos @ + a’d'(sin6)?| = |a’d’|
_ a 0\ _ N _
= |det (c’ d’)| = Area(P') = Area(P)
Dungque in generale |det(4)| = Area(P), dove A € M'(2,R) e P ¢ il parallelogramma con
lati i vettori riga di A.

DETERMINANTE DI VANDERMONDE: Siano 44, ..., 4;, € K e sia:

1 /11 /‘l% /‘l‘:rll_l
2 -1

AAy, . Ay) = 1 /12 A:Z ,1721:
1 An /1,21 /1%—1

Allora det(A(2y, ..., A4,)) = [1i<j(4; — A;) (in particolare & # 0 & A; # A; Vi # j).
Dimostrazione 1:
Per induzione su n:

Passo base): n = 2: det G f{l) = A, — A4, verificato.
2

Passo induttivo): Consideriamo A(4y, ..., A1) e V2 < i <n + 1 tolgo 4,C;_, a C;.
Ottengo:
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1 0 0 0
Az - 11 A% - 1112 1721 - 11/1721—1 \
As— Ay 22—z | o | A2 A00

R Y

1 /1n+1 - /11 /131+1 - /11/1n+1 mrlz+1 - /11 7711:-%
Dunque:
Ay =M A,(A2 — A1) 5712 — A)
A(Al, "'JATL+1) = det : : .

An+1 - /11 /1n+1(/1n+1 - /11) mrll:-%(lrwl - Al)
= (2 = )0 = 22) G = 1) det Al o Ai) = | | (3= 20)

i<j
Dimostrazione 2:
1 X xZ xn
A 2 n
Sia p(x) = det 1 z A:Z /1:2
1 Aner 4y n+1

p(x) € un polinomio in x di grado al piu n (per sviluppo lungo la prima riga);

V2 <i<n, p(4;) = 0 (poiché la matrice avrebbe due righe uguali).

Per Ruffini (1; — x)|p(x) Vi = 2.

Supponiamo i A; tutti diversi (altrimenti la tesi & banale); allora:

(A2 = %) oo (Apgq = )P (x).

Confrontando i due gradi, deduco che p(x) = k- (A, —x) - ...- (41 — x), k EK
Ma:

1 0 0 0
A A2 A7
p(0) = det 1 32 ;2 ;2 = A2 Ay n(lj - /11')
1 A A T i~

Percid k = [li<j(; = 4) = p(A) =k (A3 —21) " .s (Apgq — A1) = tesi.

i=2

3.2 ENDOMORFISMI SIMILI
Notazione: Indicheremo Mz 3(f) come Mz (f).

Riprendiamo per un attimo il concetto di SD-equivalenza. Sappiamo che, dato f € End(V),
My z (f) =sp Ms, 5 ().

Supponiamo che B =B’ e § = §'; allora:

Mz(f) =sp Ms(f) & IM,N € GL(V)| Ms(f) = N-Mp(f) - M.

In particolare, M = Mg 3(id) e N = My s (id).

Dunque N = M~1. Questo puo essere riassunto nel seguente schema:

id f id
Ve » Vz > Vg - Vs
[Is 4 [1z { [z ! Vs
K‘n - K‘n - K‘n N K‘n
M A M1
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dove A = Mz(f).
Dunque Ms(f) =M1 -A-M.

DEFINIZIONE 3.2.1: f, g € End (V) di dicono coniugati (f ~ g)se 3h € GL(V)|g=h"tofoh
DEFINIZIONE 3.2.2: A, B € M (n, K) si dicono simili (A ~ B) se AM € GL(n,K)| B = M~1AM.

Osservazioni: 1) Coniugio e similitudine sono relazioni di equivalenza (le verifiche sono lasciate
al lettore);
2) f,g € End(V). Sono fatti equivalenti:
a) f~g;
b) VB base di V, Mz(f) ~ M3z(9);
c) 3B,S basidi V, Mz(f) = Ms(9).
Questo fatto puo essere dimostrato ricalcando I'analoga dimostrazione per endomorfismi SD-
equivalenti.
3) f~9=f=sg.
Dunque il rango € un invariante di coniugio, ma non € un sistema completo di invarianti.

. o1 1y e (11
Infatti rk(I) =rk (0 1) =2,maAM € GL(2)| M™IM = (O 1), poiché VM €
GL(2), MY IM = I.

PROPOSIZIONE 3.2.1: A, B € M(n,K). A~ B = det(4) = det(B).

Dimostrazione:

B =M"1AM = det(B) = det(M~1AM) = det(M~1) - det(A) - det(M) = det(A), poiché per
Binet det(M~1) = (det(M))™ 1.

Osservazione: Dunque il determinante € un invariante di similitudine. Per la proposizione
precedente sicuramente #(M (n, K)/.) = #(K), dunque se K ¢ infinito anche M (n, K)/.. ha
infinite classi di similitudine.

DEFINIZIONE 3.2.3: f € End(V). Definiamo det(f) = det(EIRB (f)), dove B ¢ una base di V.

Osservazione: E una buona definizione, cioé non dipende dalla scelta della base. Infatti, se S &
un’altra base di V, allora le matrici Mz (f) e W5 (f) sono simili e dunque hanno lo stesso
determinante.

PROPOSIZIONE 3.2.2: f ~ g = det(f) = det(g).
Dimostrazione:
Sia B una base di V. Allora:

f~g = Mz(f) ~Mg(g) = det(EmB(f)) = det(EmB(g)) = det(f) = det(g).

Osservazione: Quindi il determinante e un invariante di coniugio; con lo stesso controesempio

di prima vediamo che {rango, determinante} non & un sistema completo di invarianti per

coniugio.

DEFINIZIONE 3.2.4: f € End(V). A € K si dice autovalore per f se 3v € V,v # 0| f(v) = Av.
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In tal caso v é detto autovettore relativo a A.
DEFINIZIONE 3.2.5: Definiamo spettro di f Sp(f) = {1 € K| 1 € autovalore per f}.

DEFINIZIONE 3.2.6: Diciamo che W sottospazio di V' & un sottospazio f-invariante se
faw)cw.

Osservazioni: 1) Se v & autovettore = f(Span(v)) € Span(v), quindi Span(v) & f-invariante.
In particolare,se A # 0 = f(Span(v)) = Span(v),seA =0 = f(Span(v)) = {0}.

2) L’autovalore relativo ad un autovettore ¢ univocamente determinato; infatti:
fW=w=uw =>A—-—wv=0 = (poichév #0)=> 1 =pu.

3) v é autovettore relativoa 0 & v € Ker(f) < f non ¢ iniettiva.

DEFINIZIONE 3.2.7: Definiamo autospazio relativo all’autovalore A
(f) ={v € V| f(v) = Av} (potremo scrivere V, al posto di V,(f)).

Osservazioni: 1) V, & un sottospazio vettoriale di V, poiché V), = Ker(f — Aid).

2) A& autovalore per f & dim(V;) = 1. In tal caso V) = {0} U {autovettori relativi a 1}.
3) f(V3) € V3, cioe V; & f-invariante.

9 fly, = didly,.

DEFINIZIONE 3.2.8: Se A & autovalore per f € End(V), poniamo (4 (1) = dim(V,), dove u,(4)
¢ detta molteplicita geometrica di 4.

Osservazione: Vautovalore 4, 1 < u,(1) < dim(V).

PROPOSIZIONE 3.2.3: Sia f ~ g. Allora:
1) Sp(f) = Sp(g);
2) VA€ Sp(f), dim(Vy(f)) = dim(Vy(g));
(ossia lo spettro e la molteplicita geometrica degli autovalori sono invarianti di coniugio).
Dimostrazione:
1) Peripotesidh € GL(V)|g=h"1ofoh.
C)Sia A € Sp(f). Allora 3v # 0| f(v) = Av.
Siaw = h™'(v). Alloraw # 0.
gw) = (™o f o D)(h™' (1)) = K™ (F () = A" (v) = Aw.
Dunque 1 € Sp(g).
=) Analogo.
2) Abbiamo appena provato che h™1(V;(f)) € V;3(g) e dunque V3 (f) € h(Va(9))-
Allo stesso modo si prova che V;(f) 2 h(V,l(g)), allora V3 (f) = h(V,I(g)).
Essendo h un isomorfismo, dim(V;(f)) = dim(V;(g)), tesi.

PROPOSIZIONE 3.2.4: f € End(V), B base di V, A = My (f).
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Sia [ ] I'isomorfismo indotto da B ([ |z: V — K"). Allora:
1) A é autovalore per f < A e autovalore per 4;

2) V(A = [Va(H)ls.

Dimostrazione:
1) Aéautovaloreper f @ v #0|f(v) =Av @ Fv 0| [f(W)]z=21[v]z &
AX X

© 3X € K*"\{0}| AX = AX © A ¢ autovalore per A.
2) ©)SiaX €Vi(A)esiav € V| [v]g =X.
AX =X = [fW)]g =Alvlg = f(v) = Av = v e Vy(f).
2)Siav eV,(f) = f(v) =AvesiaX = [v]3.
Allora [f(v)]g = Avlg = AX = AX = X = [v]g € V;(4).

Osservazione: Dunque possiamo calcolare gli autovalori e gli autospazi di f usando una qualsiasi
matrice associata.

CALCOLO DI AUTOVALORI E AUTOVETTORI PER A € M (n, K):
Aeautovaloreper A= AX #0|AX =AX ©3IX #0| X € Ker(A—A) ©det(A—A) =0

(poiché se det(4 — AI) # 0, allora il sistema (A — AI)X = 0 avrebbe una soluzione, X = 0,
assurdo).

DEFINIZIONE 3.2.9: 11 polinomio p,(t) = det(4 — tI) e detto polinomio caratteristico di A.
Osservazione: Gli autovalori di 4 sono le radici del polinomio caratteristico py,.

Osservazioni: 1) Se T € T'(n, K) e triangolare superiore, cioe ¢ del tipo:

a, *
T B < ... >
0 an

allora:
a; —t *
Tl = ( )
0 a, —t
Percio pr(t) = (a; — t) - ...” (a, — t), dunque gli autovalori sono gli elementi sulla
diagonale.
M| N
2) SeA= <0 | P)’ con M,P € M (n,K), det(4) = det(M) - det(P).

M—tl| N
A—tl =
0 | P—tl

Quindi p,(t) = det(A — tI) = det(M — tI) - det(P — tI) = py(t) - pp ().

PROPOSIZIONE 3.2.5: VA € M(n,K), p,(t) = (—1D)™"t" + (—1)" 1tr(A)t" 1+... +det(4).
Dimostrazione:

Sicuramente il coefficiente di t™ & (—1)™; inoltre p,(0) = det(A — 0I) = det(4).

Mostriamo per induzione su 7 che il coefficiente di t" ! & (—1)""tr(4).
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b

Passobase):n=2,A_t1=(a;t L

) > det(A—tl) =t?>—(a+d)t+ad— bc,

verificato.
Passo induttivo): Sia A € M (n, K) e siano a;; = [A];;.

det(A — t1) = Y (=14 — tl]; det((4 — t1);)

= (@11 — D det((A = thyy) + ) (~D* ey det((4 - 1))

=2
Notiamo che I'addendo Y- ,(—1)**'a,; det((4 — tI)4;) contiene al massimo termini di grado

n — 2, poiché “cancellando” la prima riga e I'i-esima colonna, con i # 1, vengono “cancellati”
due elementi sulla diagonale che contengono la variabile ¢, dunque con il prodotto degli altri
n — 2 termini sulla diagonale si raggiunge al massimo I'esponente n — 2.

Per ipotesi induttiva det((4 — tI){;) = (=)™ 1" 1 + (—1)”_2(23-;2 a;;)t""2 + r(t), con
deg(r(t)) < n — 2. Dunque:

(a1 — t)det((A —tD)q;) = (a; — )| (D" 1" 4 (—1)"2 Z ajj |t" 2+ r(t)
j=2

n
= (D" + (- gt + (-1 Z aj; [t 47(0)
=

con deg(r’(t)) <n-2.
Quindi il coefficiente del termine di grado n — 1 di det(4 — tI) &:

n n

(D" agy + (D" Dy | = (DY gy = (DM (),

Jj=2 Jj=1
tesi.

Osservazione: Si puo dimostrare in generale che il coefficiente del termine di gradon — i di
pa(t) &

n—i+1
(D" Y det(My(, D)
j=1
dove M,(j, i) & la sottomatrice quadrata di A che ha come diagonale gli elementi dal j-esimo al
(i +j — 1)-esimo della diagonale di A.

Osservazioni: 1) Abbiamo dimostrato che tr(A) € la somma degli autovalori di A (contati con
molteplicita), poiché se ay, ..., a, sono gli autovalori di 4 (eventualmente & K), p,(t) =
(ay — t) ..." (a, — t), quindi il coefficiente del termine di grado n — 1 di p,(t) & la somma
degli autovalori.

0 -1

2)Se]K=]ReA=(1 0

irriducibile su R, dunque A non ha autovalori reali.

3) In ogni caso A € M (n, K) ha al massimo n autovalori distinti.

) € M (n,R), cioé A & una rotazione di 90°, p,(t) = t? + 1, che &
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PROPOSIZIONE 3.2.6: Se A ~ B, allora p,(t) = pg(t).

Dimostrazione:

B = M~'AM, dunque:

pg(t) = det(B — tI) = det(M~ 1AM — tI) = det(M~1(A — tI)M) [=] det(A — tI) = p,(t),
dove il passaggio contrassegnato con [=] deriva dalla formula di Binet.

Osservazione: Dunque il polinomio caratteristico & un invariante di similitudine; con esso lo
sono anche tutti i suoi coefficienti, in particolare det(A) e tr(4).

DEFINIZIONE 3.2.10: f € End (V). Poniamo p¢(t) = p,(t), dove A ¢ la matrice associata a f in
una qualsiasi base di V.

Osservazione: E una buona definizione, poiché se A’ & la matrice associata ad f in un’altra base
diV,A ~ A" ed abbiamo dimostrato chese A ~ A" = p,(t) = py (1).

COROLLARIO 3.2.7: Se f ~ g, allora ps(t) = p,(t).
Dimostrazione:

Sia B base di V.
f~g = Mag(f) ~Mz(g) = pr) = py(D).

DEFINIZIONE 3.2.11: VA € Sp(f) denotiamo con i, (A1) la molteplicita algebrica di A come
radice di p(t).

PROPOSIZIONE 3.28: Vn € N, A~ B = A" ~ B™.

Dimostrazione:

A~B =3IMeGL(n)|B = M~1AM, dunque B" = M IAM - ...- M7 1AM = M~ 1A"M =
nvolte

= B™ ~ A"

Osservazione: La lista di invarianti per coniugio/similitudine trovati fin qui é:

o 1k(f);

o det(f);
e Sp(f);
LI 'S

o VAESP(f), ng(d) e ug(A).
Questa lista & ridondante, infatti:

det(f) = det(g)
e Sepr=p,; = {Sp(f) =Sp(9) , infatti il determinante & il termine noto

VA€ Sp(f), 1a(A f) = pa(2, 9)
del polinomio caratteristico e gli autovalori sono le radici.

o SeVAeSp(f) =Sp(@) ugf) =ug49) = rk(f) =rk(g).
Infatti:
rk(f) =n— dim(Ker(f)) =n-— dim(VO(f)) =n—ug(0,f);
rk(g) =n— dim(Ker(g)) =n-— dim(VO(g)) =n—ugy(0,9).
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Dunque gli invarianti significativi trovati finora sono:
1) il polinomio caratteristico;

2) la dimensione degli autospazi.

Questo non e un sistema completo di invarianti, infatti:

010 0 010 0
. fo o 10} . {00 0 0
siad=lg5 o 0 0)B8=lo o0 o0 1/

000 0 00 0 0

pa(t) = pp(t) = t*;

dim(V,(4)) = dim(Ker(4)) = 2;

dim(V,(B)) = dim(Ker(B)) = 2.

Ma poiché A% # 0 e B = 0, allora sicuramente A* + B> = A + B.

PROPOSIZIONE 3.2.9: f € End(V), A € Sp(f). Allora 1 < uy(1) < pe (1) < dim(V).

Dimostrazione:

Siad = uy (1) = dim(Vy).

Sia {v4, ..., v4} una base di V.

La completo a una base Bdi V.

Ay | M
0| N

Allora A = Mz(f) = < >, da cui ps(t) = (A — )% - py(t) e quindi p, (1) = d.

PROPOSIZIONE 3.2.10: Sia V uno spazio vettoriale e siano W, ..., Wy, sottospazi di V.
Sono fatti equivalenti:
1) dim(W;+...+W,) = dim(W;) +...+dim(W})
2) Se B; é base di W;, allora B =B; U ...U By, e basedi W; + --- + W,
3) Sew; eW; View+...4w, =0 22w, =...=w, =0
4) Yv € W +...+W,, v si scrive in modo unico come v = w;+...+wy, con w; € W; Vi.
Dimostrazione:
2) = 1): Poiché B; ¢ base di W; = #B = #B; + -+ #B;, =
= dim(W;+...+W) = dim(W;) +... + dim(Wy).
1)=2):B=B;U..UBy genera W;+... +Wj per 1). Inoltre #B = dim(W;+... +W,), quindi B
¢ una base di W;+... +W,.
2) = 3): Scrivo ogni w; come combinazione lineare di B;:
wit...+wy, = cl(By)+... +cl(By)
Ma By, ..., B, fanno parte di B e dunque sono indipendenti, dunque tutti gli addendi
sono nulli = w; = 0 Vi.
3) = 4): Siav = wy+... +w;, = wi+... +wy,. Allora:
(wy —wy) +...+ (w —wy) =0.
ew, EW}
Quindi per 3), w; —w; = 0 Vi, da cui la tesi.
4)=>2): B =B, U ..UBy genera W;+... +W,.
Basta mostrare che B & un insieme indipendente.
CL(,_/Bl) +...+ @ = 0.
=wi =Wg
Allora wy+...+w; = 0+...4+0 = 0.
Ma poiché la scrittura & unica, w; = 0 Vi.
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Poiché B; e base di W;, tutti i coefficienti della combinazione lineare sono nulli = tesi.
DEFINIZIONE 3.2.12: Se vale una qualsiasi delle precedenti condizioni equivalenti, diciamo che
Wi, ..., Wy sono in somma diretta (multipla) e W, @ ... D W), = Wi+... +W,.

Si ha che dim(W; @ ... ® W) = Y&, dim(W,).

PROPOSIZIONE 3.2.11: Sia f € End(V), Sp(f) = {A4, ..., Ak }-
Allora gli autospazi V} , ..., V;, sono in somma diretta.
Dimostrazione:

Basta provare che se v; € V), ..., v €V, e vy+...+v, = 0, allorav; = 0 Vi.
Per induzione su k:

Passo base): k = 1: v; = 0 implica ovviamente v; = 0.

Passo induttivo): Dall'ipotesi v;+... +v, = 0 ottengo, applicando f:
Av1+... .+, v, = 0 e, moltiplicando invece per Ay:
A1+ A = 0.

Sottraendo ottengo:

A —A)vy+.o o+ (A1 — ) vi—1 = 0.

EVA1 EVAk_1

Per ipotesi induttiva:

(/11 - Ak)vl = O, vy (Ak—l - Ak)vk_l = 0.

Ma A; — A, # 0 Vi, poiché gli autovalori sono distinti. Dunque v; =...= vy_; = 0 e quindi
anche v, = 0.

Osservazione: In generale V; & ...V, & V.

PROPOSIZIONE 3.2.12: Siano A, B € M (n,R). Allora A e B sono simili su R < 1o sono su C.
Dimostrazione:
Precisiamo che:
A~g B ©3M € GL(n,R)| M~*AM = B;
A~cB & 3M € GL(n,C)| M~1AM = B.
=) ovvia.
&) Per ipotesi AIM € GL(n,C)| M~*AM = B, cioé AM = MB.
SiaM=X+iY,conX,Y € M(n,R) (N.B.: non ¢ detto che X e Y siano invertibili!).
A(X +1iY) = (X +iY)B = AX +iAY = XB + iYB = AX = XB, AY = YB, separando parte
reale e parte immaginaria.
Notiamo che:
Vt € R, A(X + tY) = AX + tAY = XB + tYB = (X + tY)B,
dunque per arrivare alla tesi mi basta trovare t € R| X + tY sia invertibile, poiché in quel
caso A e B sarebbero simili grazie a X + tY € M (n, R), cioe simili su R.
det(X + tY) & un polinomio p(t) € R[t], ma p(i) = det(X + iY) = det(M) # 0, dunque
p(t) non é il polinomio nullo = 3t, € R| p(¢ty) # 0, cioe X + t,Y € GL(n, R), tesi.
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3.3 DIAGONALIZZABILITA

DEFINIZIONE 3.3.1: f € End(V) si dice diagonalizzabile se esiste una base B| Mz(f) &
diagonale.

Osservazione: Mz (f) ¢ diagonale & B ¢é costituita da autovettori per f.

PROPOSIZIONE 3.3.1: f € End(V), Sp(f) = {44, ..., A}
Allora f & diagonalizzabile @ V =V, @ .. V,,.
Dimostrazione:
=) Per ipotesi 3B base di autovettori.
La suddividoin B = B; U ...U By, con B; c V..
V =Span(B;) @ ... Span(By) € V), @ ... D V,,.
MaV,, D .60 Vi, €V = tesi.
&)Se By ébasedi V), = By U ..U By e base di autovettori di V, dunque segue la tesi.

Osservazioni: 1) La proprieta di essere diagonalizzabile & un invariante di coniugio.
Dimostrazione:

f~g=>g=h"efeh

Se {v4, ..., U, } & base di autovettori per f, {h~*(v;), ..., "1 (v,,)} & base di autovettori per g.

2) A € M(n,K) e diagonalizzabile & A ~ D diagonale (poiché D ha una base di autovettori

quindi ce I'ha anche A).
3) Sia S base di V. f diagonalizzabile & Mis(f) ¢ diagonalizzabile.

4) A= (1 1) € M (2,R) non e diagonalizzabile (infatti se lo fosse sarebbe simile a una

0 1

matrice diagonale, ma A ha come autovalore solo 1 = la matrice simile sarebbe | = (

ma A + I).
5 B = ((1) _01) € M (2,R) non e diagonalizzabile perché non ha autovalori reali.
6) f € End(V)| f? = f (si dice che f & un proiettore) = f & diagonalizzabile.
Dimostrazione:

Sicuramente Vv € V,v = (v — f(v)) + f(v). Notiamo che:
f(v—F@) = F0) = F(f®) = F(v) = f) = 0 = v— f(v) € Ker(f) = Vo(f):
F(F) = f®) = f@) € Im(f) = V; ().
Poiché sappiamo che V = Ker(f) @ Im(f) =V =V,(f) @ Vi(f), da cui la tesi.
7) f € End(V)| f? = id (si dice che f & un’involuzione) = f & diagonalizzabile.

Dimostrazione:

Sicuramente Vv € V,v = %(v) + %(v)

v+f(v) fw)+v v+f(v)
(L) =122 5 2R e vy (),

2
v—f)\ _ fw)-v v—f(v)
f( 2 )_ - 3 € Vo1 (f).

Abbiamo mostrato che V;(f) e V_1(f) generano V, dunque V;(f) + V_1(f) 2 V.
Poiché ovviamente V;(f) + V_;(f) € V, allora V,(f) + V_;(f) = V.

. Notiamo che:

68



Inoltre V,(f) N V_1(f) = {0}, dunque V;(f) @ V_1(f) =V, tesi.
TEOREMA DI DIAGONALIZZABILITA: f € End(V), dim(V) = n, Sp(f) = {Ay, -, A, }.
A+ Hu,(Ag) =
Allora f & diagonalizzabile & {Z ‘:E)i)) e (ﬁ(:)( Vkl) n
Dimostrazione:

=) 3B base di autovettori di f.

Mlg,

Mz (f) =

Ailg,

condq+...+d, = n.
Allora pf(t) = (44 — )% - (A — )%,
Da questo segue che u,(4;) = d;, quindi é provata la prima condizione.
Poiché B contiene d; autovettori relativi a A;, si ha che dim(VAi) >d; = u,(4y).
Ma ,ug(/li) < us(A) = ,ug(li) = e (19).
&) SocheV; @ ..V, SV eche f & diagonalizzabile < vale 'uguaglianza.
Ma dim(Vy, @ ... ® V3, ) = dim(Vy,) +... +dim(Vy, ) = ¥i g (A) = Ty pa(A;) =n = tesi.

Osservazione: La condizione pg,(41)+... +1,(1x) = n equivale a dire che
pr(t) = k (4 — )™, cioé che ps(t) & completamente fattorizzabile.

COROLLARIO 3.3.2: Se f € End(V), con dim(V) = n, ha n autovalori distinti, allora f &
diagonalizzabile.

Dimostrazione:

Poiché p,(4;) > 0, allora sicuramente y,(4;) = 1 Vi e dunque Y}; u,(1;) = n.

Inoltre 1 < ug(4;) < pa(4) =1 = pg(4) =1 = py(4;) Vi = tesi grazie al teorema di
diagonalizzabilita.

Osservazione: Se K = C (o in generale se K & algebricamente chiuso), la condizione
Yi ha(4;) = n & sempre verificata.

Osservazioni: 1) Se A é diagonalizzabile, anche A™ lo e Vn € N.

Dimostrazione:

A diagonalizzabile = A ~ D diagonale = A™ ~ D™ e sicuramente D™ ¢ diagonale Vn € N

(la dimostrazione formale puo essere fatta in questo modo:

a) dimostrare per induzione su m che, prese B, C € D(m, K), BC € D(m, K);

b) sfruttare il fatto a) per dimostrare per induzione che D"~ ! € D(m,K) = D" € D(m, K).)
2) Se A & autovalore per 4, allora ™ & autovalore per A™ Vm € N.

Dimostrazione:

Se AX = AX = A2X = A(AX) = A(AX) = A(AX) = 22X.

In generale, se A" 1X = A""1X, procedendo come sopra si mostra che A"X = A"X.

PROPOSIZIONE 3.3.3: Siano f,g € End(V)| f o g = g ° f e sia V; Pautospazio relativo a A per
f. Allora g(V3) € V;.
Dimostrazione:
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Sia v € V). Allora f(g(v)) = g(f () = g(Av) = 2g(v) = g(v) € V; = tesi.
Osservazione: Dunque se due endomorfismi commutano, gli autospazi dell'uno sono invarianti
per l'altro.

PROPOSIZIONE 3.3.4: f € End(V), V = A @ B, A, B sottospazi di V f-invarianti.
Allora f e diagonalizzabile & f|, e f|p sono diagonalizzabili.
Dimostrazione:
<) 3B, base di A di autovettori per f;
3Bp base di B di autovettori per f;
Percido B = B, U Bp ¢ base di V di autovettori per f.
=) 3B = {vy, ..., v, } base di V di autovettori per f.
f('l]i) = )livi Vi; inoltre Vi 3! a; € A, bi € Bl v, =a; + bi'
f) = A = A(a; + b)) = Lia; + Aib;.
€A €B
Ma f(v;) = f(a; + b;) = jla_il + ];(b_il’ poiché A, B sono f-invarianti.
€A €B
Ma lo spezzamento ¢ unico, quindi f(a;) = A;a;; f(b;) = A;b; Vi.
Dunque ho trovato ay, ...,a, € 4, by, ..., b, € B| f(a;) = A;ja; e f(b;) = A;b; Vi.
Ma aq, ..., a, € A provengono, tramite la proiezione m,:V — A, da una base di V, dunque gli
a; sono generatori di Im(m,). Ma m, € surgettiva, dunque gli a; generano A.
Dunque posso estrarre una base per A che & di autovettori perché sono # 0 (se ci fossero
l'algoritmo di estrazione li eliminerebbe) e verificano f(a;) = 4;a;.
I1 discorso per B & analogo = tesi.

PROPOSIZIONE 3.3.5: f € End (V) diagonalizzabile; W sottospazio di V f-invariante.
Allora f|, e diagonalizzabile.

Dimostrazione 1:

Per la proposizione precedente mi basta trovare U sottospazio di V| f(U) S UeV =W D U.
f & diagonalizzabile = Jbase di autovettori {vy, ..., v,} di V per f.

Se {Wl, s Wp} é una base di W, {Wl, ey Wp, Ut e, vn} generano V e se applico I'algoritmo di

estrazione a base ottengo una base {Wl, s Wp, Uj s wens an-p} diV.

Sia U = Span (vjl, s vjn_p). Per costruzione V = U @ W e inoltre f(U) S U poiché questi
sono elementi di una base di autovettori.

Dimostrazione 2:

V=V, & .0,

Proviamo che W = (W N V;ll) PD..0 (W N VAk)-

Vw e W,3vy, .., v |w =vi+... v ev; V).

Se provo che v; € W Vi ho la tesi, poiché avrei che W & composto solo da autovettori.
W = v+ U,

fw) = Qv+ F A0

f2(w) = 23v,+... + 220,

FEl(w) = 2871y +. 128 Ly,

Dunque:
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w 1 1 . 1\ /v
fw) Lo o A [ v

e ._ ._ . Z_ .
f (W) A’f 1 AIZC 1 ... Ai 1 Uy
=V
V & invertibile perché & una matrice di Vandermonde con A; # A; Vi, j, poiché i corrispondenti

autospazi sono in somma diretta, percio:

2 w
U‘Z — V_1 f(W)
- £ (w)

Quindi i v; si ottengono come combinazione lineare degli f/(w) =

=>v; € Span(w,f(w), ...,f"‘l(w)) Vi.
Ma i f/(w) sono tutti contenuti in W, poiché W & un sottospazio f-invariante, dunque
v; € W Vi, da cui la tesi.

DEFINIZIONE 3.3.2: f, g € End(V) si dicono simultaneamente diagonalizzabili se ammettono
una base comune di autovettori.

TEOREMA DI DIAGONALIZZAZIONE SIMULTANEA: Siano f,g € End(V)|feg=g-°f.
Allora:
1) Se f & diagonalizzabile con n = dim(V) autovalori distinti, allora g & diagonalizzabile e f e
g sono simultaneamente diagonalizzabili
2) Se f e g sono diagonalizzabili lo sono simultaneamente.
Dimostrazione:
1) 3BbasediV, B = {vy, ..., 1, }| ciascun Span(v;) coincide con un autospazio (in quanto tutti
gli autospazi di f hanno dimensione 1 per ipotesi).
Dunque sappiamo che g(Span(vl-)) C Span(v;), cioé g(v;) = A;v; per qualche 4; € K Vi
(infatti in generale so che g(Span(v)) < Vy,» maV, = Span(v;))
Dunque segue la tesi.
2) f diagonalizzabile=V =V, @ ..@DV),.
feg=gef =gVy) €V, Vi
Sappiamo che g diagonalizzabile e g(V,li) C Vj, implica che g|VAi é diagonalizzabile.
Se B,, € una base di autovettori per gIVzi’ allora B = B;, U ..U B;, ¢ una base di V (poiché

V="V, @ ..@V,,) diautovettori per f e g (questo per costruzione, perché prendendo un
x € By, ho sicuramente un autovettore per f, ma questi sono autovettori peri g|y, , dunque
l

sono autovettori anche per g).
Dunque segue la tesi.
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3.4 TRIANGOLABILITA
DEFINIZIONE 3.4.1: f € End(V) si dice triangolabile se 3B base di V| Mz(f) & triangolare.

Osservazioni: 1) A € M (n, K) é triangolabile & A ~ T triangolare.
2) f diagonalizzabile = f triangolabile.
Il viceversa e falso, infatti:

A= ((1) }) e triangolabile ma non é diagonalizzabile.

3) f € End(V), S base qualsiasi di V.
Allora f & triangolabile & A = M (f) & triangolabile.

DEFINIZIONE 3.4.2: dim(V) = n. Si chiama bandiera per V ogni famiglia {V;};c, di sottospazi
vettoriali di V tali che:

1) ycV,c...cl,

2) Vi dim(V)) = i.

Osservazioni: 1) Ogni base {v, ..., v, } di V induce una bandiera per V: V; = Span(vy, ..., v;).
2) Vbandiera per V, 3B base che la induce (basta scegliere come i-esimo vettore di base un
vettore € V; e € V;_y).

DEFINIZIONE 3.4.3: f € End(V), B base di V. B si dice base a bandiera per f se i sottospazi
della bandiera indotta da B sono f-invarianti, cioé Vi f (Span(vl, s vi)) c Span(vy, ..., v;).

PROPOSIZIONE 3.4.1: f triangolabile < Jbase a bandiera per f.

Dimostrazione:

=) f triangolabile = A = Mz(f) triangolabile = A ~ T triangolare = se S ¢& la base tale che
Ms(f) =T, allora S & evidentemente a bandiera.

<) Se f(v;) € Span(vy, ..., v;) Vi, allora Vi le coordinate di f(v;) dalla (i + 1)-esima alla
n-esima sono nulle, da cui la tesi.

Osservazione: Non tutti gli endomorfismi sono triangolabili (poiché il primo vettore di una base
a bandiera deve essere autovettore per f). Ad esempio:

A= ((1) _01), non avendo autovalori reali, non é triangolabile.
TEOREMA DI TRIANGOLABILITA: f & triangolabile & p,(t) & completamente fattorizzabile

(cioé se Y, g (x) = dim(V)).
Dimostrazione:
=) Per ipotesi 3B base di V tale che:

A *
A=%ﬂﬂ=< 2 )
0 An

Alloraps(t) =pa(t) = (4 — )« ot Ay — £) = [TEe1 (4 — )™, tesi.
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&) Per induzione su n = dim(V):
Passo base): n = 1: ovvio, poiché ogni matrice 1 X 1 & triangolare.
Passo induttivo): Per ipotesi 34, autovalore per f (poiché p;(t) &€ completamente
fattorizzabile e dunque ha almeno una radice). Sia v; autovettore relativo a 4.
Completo v; abase § = {v4, ..., v, } di V.
Sia V; = Span(vy) e W = Span(v,, ...,v,). AlloraV =V, @ W.
Ay |
Ws (f) = ¥ I
0|
Siano 1y, : V = Vi, my,:V — W le proiezioni indotte dalla somma diretta.
Osservo che T = {v,, ..., v, } ¢ base di W e My (o flw) = C
Ora:
pr() = (s — ) pe ().
Ma p((t) & completamente fattorizzabile, quindi anche p(t) lo é. Inoltre my, © f1|y, €
End (W), quindi per ipotesi induttiva 3{w,, ..., w,,} base di W a bandiera per my, ° f|y .
E ovvio che {v;,w,, ...,w,} & base di V, ma & anche a bandiera, infatti:
f(v1) = A; - v, poiché v, & autovettore;

flw) = <(7TV1 + T[W) f) (wy) = (7TV1 ° f)(W )+ (T © f)(wy),
id eV, espan(wy,..,w;)
e (my o f)(w;) € Span(wy, ..., w;) poiché per ipotesi induttiva {ws, ..., w,} & una base di W a
bandiera per my, o f|y.
Dunque f(w;) € Span(v,,w, ..., wy), da cui la tesi.

COROLLARIO 3.4.2: Se K ¢ algebricamente chiuso (cioé ogni polinomio in K & completamente
fattorizzabile), allora tutti gli endomorfismi di V sono triangolabili.

COROLLARIO 3.4.3: La proprieta di essere triangolabile e una proprieta invariante per
coniugio/similitudine (poiché dipende solo dal polinomio caratteristico).

. .11 1 2 TR
Osservazione: Le matrici e sono simili poiché entrambe rappresentano

0 1 0 1
I'endomorfismo f| f(e;) = v, e f(e;) = vy + v,, la prima nella base B, = {(é) , ((1))}, la
seconda nella base B, = {((1)) , (1)} D’altra parte, entrambe le matrici sono triangolabili (in

quanto triangolari), ma la forma triangolabile e sostanzialmente diversa. Dunque, poiché nella
stessa classe di similitudine possono coesistere elementi molto diversi, si dice che le matrici
triangolari non sono “forme canoniche”.

DEFINIZIONE 3.4.4: A € M (n, K) si dice nilpotente se 3n € N| A™ = 0.

PROPOSIZIONE 3.4.4: A € M (n, K). A & nilpotente & 0 é autovalore con molteplicita n (&

© pa(t) =t™).
Dimostrazione:
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=) Per ipotesi Ap € N| AP = 0. Sia A € K un autovalore per A (K & la chiusura algebrica di K,
cioé un campo dove tutti i polinomi di K[t] sono completamente fattorizzabili).

Allora AP ¢ autovalore per A? = 0, ma 'unico autovalore per0¢ 0 = AP =0 =1 = 0.

&) Per ipotesi A ¢ triangolabile, cioe A ~ T triangolare strettamente (poiché matrici simili
hanno gli stessi autovalori, quindi T ha solo 0 come autovalore e dunque ha la diagonale
nulla).

Dimostriamo ora per induzione su n che se T € M (n, K) triangolare strettamente = T" = 0:

Passo base): n = 2: (8 g)z = (8 8)

Passo induttivo): Sia T’ € M (n, K) triangolare strettamente:
| ( \
/ T X \ TP | ThX
I = M I |
\ 0 .. 0 ]O / \ 0 .. 0 /

0
Ma per ipotesi induttiva (poiché T ¢ triangolare strettamente), 7" = 0, quindi 7™ = 0.
Quindi, poiché A" ~T" =0 = A" = 0, tesi.

Osservazione: L’esempio gia visto:

0 1.0 0
.p—(0 0 0 O
=10 0 0 1

0 0 0 O

prova che gli invarianti di similitudine trovati finora non sono un sistema completo di invarianti
neppure nella classe degli endomorfismi triangolabili.

DEFINIZIONE 3.4.5: f, g € End(V) si dicono simultaneamente triangolabili se 3base B di V a
bandiera sia per f sia per g.

TEOREMA DI TRIANGOLAZIONE SIMULTANEA: Siano f, g € End (V) triangolabili tali che
fog=ge°f.Allora:

1) Se W €V & un sottospazio f-invariante, allora f |, & triangolabile;

2) f e g ammettono un autovettore comune;

3) f e g sono simultaneamente triangolabili.

Dimostrazione:

1) Sia By, una base di W; estendiamola a base B di V. Sia inoltre Ay, = Mg, (f|w)-

Allora:
A *
a=ar) = (7

Dunque pf(t) = p4(t) = det(4 — tI) = det(Ay, — tI) - det(C — tI) = p,,, (t) - q(t) =
= Dfpy (8 - q(2).
Poiché p,(t) si fattorizza completamente, anche py,,, (t) si fattorizza completamente = f|y,

e triangolabile.

2) f triangolabile = Jautospazio V, per f di dimensione > 0.
g(V3) €V, = per 1) gly, & triangolabile = 3v € V; autovettore per g|y,, dunque per g.
v é 'autovettore sia di f che di g cercato.

74



3) Per induzione sun = dim(V):
Passo base): n = 1: ovvio.
Passo induttivo): Per 2) sappiamo che 3v autovettore sia per f che per g. Sia V; = Span(v).
Estendiamo v a base B = {v, v,, ..., vy} di V. Sia W = Span (v, ..., v,). Evidentemente
V=V,@ W. Allora:

E E
0| 0|
Siano my,:V — V; e my,: V - W le proiezioni indotte dalla somma diretta V =V, @ W.
Allora ryy, o f, my o g € End(W), inoltre:
(myof)e(mweg) Elnwefog=nwegef = (mweg)e (mwef)
dove il passaggio contrassegnato con [=] segue dal fatto che my, o f o my, = m,, © f, infatti, se
vEV >v=v;+w,conv; €EV; ew €W, dunque:
(o fomy)(W) = (my ° fH(w) = T[W(f(W))§
(1 © W) = (my © (w1 +w) = my (Avy + fFW)) = my (f (W)).

Quindi si puo applicare I'ipotesi induttiva a yy, © f e my, © g, che dunque ammettono una

A il
A== 2 . ): Ay =Mp(g)=| O . )

base {wy, ..., w,} di W a bandiera sia per myy, o f che per my, ° g.
Sicuramente {v, w,, ..., w,,} & base di V e la verifica che ¢ evidentemente a bandiera per f e
per g € analoga a quella nel teorema di triangolabilita.

3.5 FORMA CANONICA DI JORDAN

DEFINIZIONE 3.5.1: Vf € End(V), Vp(t) = ag+...+ast® € K[t], poniamo
p(f) = apf°+...+asfS € End(V),dove fO =ideVj€EN, f/ =fo..of.

N————,——
j volte

DEFINIZIONE 3.5.2: S € K[t] si definisce ideale di polinomi in K[t] se:
e Vp(©),qt) €S, p+qES;
e Vp(t) €S, vq(t) € K[t], pq €S.

DEFINIZIONE 3.5.3: Vf € End(V), definiamo ideale di f, I(f) = {p(t) € K[t]| p(f) = 0}.
Osservazioni: 1) Seg =h 1o f o h, con h € GL(V), allora Vp(t) € K[t],p(g) = h Lo p(f) o h,

poiché p(g) = ag(h " toidoh) + ay(h"tofoh) + -+ as(h"tofoho..oh"lofoh)=

s volte

=agid + a;(h™to foh)+...+a;(h"to fSoh) =h top(f)oh.
Dunque f ~ g = p(f) ~ p(g) Vp(®) € K[t].
2) vp(t),q(t) € K[t] si ha che:
e (p+)=p()+q();
o () =p(f)eq(f) =q()°pr()

(le semplici verifiche sono lasciate al lettore).
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Dunque Vf € End (V) l'applicazione:
(K[t], +,) = (End(V), +,°)
- p@® - p(f)

¢ un omomorfismo di anelli.
3) SeBeébasediVeA = Mz(f), allora p(A) = Mz(p(f)).

PROPOSIZIONE 3.5.1: f, g € End(V). Allora:

1) Se f ~ galloraI(f) =1(g);

2) I(f) éunideale di K[t];

3) Se A = My(f), allora I(f) = I(A).

Dimostrazione:

1) Le due inclusioni sono ovvie grazie al fattoche g = h™ o foh = p(g) =h 1o p(f) o h.
2) Le due verifiche sono immediate.

3) p() €I(f) @ p(f) =0 & Mp(p(f)) =0 ©p(4) =0 = p(t) € I(A).
Osservazione: Quindi I(f) € un invariante di coniugio.

Osservazione: I(f) contiene polinomi di grado > 1. Infatti,se f = 0, t° € I(f) Vs € N.
Se f # 0 e dim(V) = n, allora { O .. f ”2} sono linearmente dipendenti in End(V), poiché sono
n® + 1 elementi in uno spazio di dimensione n?.
Dunque 3ay, ..., a,,2 € K non tutti nulli tali che:
aof°+... +a,2f" = 0.
Allorap(t) = a, + a1t+...+anzt”2 € K[t] ha grado > 1 e p(t) € I(f).

TEOREMA DI HAMILTON-CAYLEY: Vf € End(V), pr €1 ().
Dimostrazione:

Sia Buna base di V e A = Mz(f).

pr=pa = Mg (pf(f)) = pf(A) = p4(A), dunque per provare che pf(f) = 0 mi basta provare
che py(A) = 0.

Procediamo per induzione su n = dim(V):

Passo base): n = 1: ovvio, poiché se A = (a), allora p,(t) = a — t, quindi p,(A) =al — A = 0.
Passo induttivo): 1° CASO: A é triangolabile.

Allora 3v; € K" autovettore per A.

Lo completo a base di K", § = {vy, ..., v, }.

Allora:

A |

0|

A

0|

Poiché A ~ 4, allora p,(A) ~ p4(4), quindi la tesi & provare che p4(4) = 0, cioé non &

A=Ms(A) =

restrittivo supporre A = A.
Osserviamo che Vm € N:
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fl Ay | AT
0] 0]

adl .. \
q(4) = ? | :

| q(4;)
0 |

. ;(1)|| \mz ,107": \
J

quindi Vq(t) si ha che:

Ora, ps(t) = (A — t)pa, (O).

Ma poiché p,(A) & completamente fattorizzabile, allora anche p,, (t) & completamente
fattorizzabile = A, é triangolabile.

Per ipotesi induttiva p4, (4;) = 0, dunque:

/pAl(A)I \ /pAl(/l)| \
0

_ _ 0 |
p, = 0 | =] © |
A P | pa, (A1) N
0 | 0 |
Allora Vv € K™:

pa(A) (W) = (Al — A) pu, (A)(v) = 0, poiché v; € Ker(Al — A) in quanto v, € autovettore
“espan(oy)

relativo all’autovalore A.

CASO GENERALE: Utilizziamo il fatto che esiste un campo F estensione di K| p,(t) &

completamente fattorizzabile in F[t] (ad esempio se K = R, F = C).

Si procede come nel caso precedente lavorando in F e si trova che p,(4) = 0 in M (n, F),

dunque tale relazione vale anche in M (n, K), da cui la tesi.

PROPOSIZIONE 3.5.2: Sia I un ideale # {0} di K[t]. Allora esiste un unico polinomio monico
g(t) €1 che general, ossia I = {g(t)q(t)|q(t) € K[t]} (se g genera I, scriviamo I = (g)).
Dimostrazione:
Esistenza): Sia g(t) € I monico, di grado > 0 e minimo (cioé il polinomio con grado pit basso in
D).
Sia a(t) € I. Per il teorema di divisone in K[t], 3! q(t), r(t) € K][t] tali che:
{a(t) =g()q(®) +r(t)
deg(r(t)) < deg(g(t))
Allorar(t) = a(t) — g(t)q(t).
Maa(t) el,g(t) el = g(t)q(t) el =>r(t) €l.
Poiché deg(r(t)) < deg(g(t)), avrei trovato un polinomio di grado pit piccolo di g
in I, assurdo = r(t) = 0.
Unicita): Se g4, g, € I sono due polinomi monici di grado minimo e > 0, allora:
I = (g91) = (g2), quindi g,|g, e 9|91, poiché sono entrambi generatori.
Allora g, = k - g,, quindi g, = g, in quanto sono monici.
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PROPOSIZIONE 3.5.3: Siano a(t), b(t) € K[t] non nulli.
Sia I(a(t), b(t)) = {p®)a(t) + Y(&)b(®)| (1), P(t) € K[t]}. Allora:
1) I (a(t), b(t)) ¢ un ideale di K[t] che contiene polinomi non nulli;
2) Se d(t) e il generatore monico di I(a(t), b(t)), allora d(t) ¢ il M.C.D. di a(t) e b(t).
Dimostrazione:
1) Le semplici verifiche sono lasciate al lettore.
Sicuramente a(t), b(t) € I (a(t), b(t)), dunque l'ideale contiene polinomi non nulli.
2) Sicuramente d(t) divide a(t) e b(t), poiché questi ultimi appartengono all’ideale e d(t) ¢ il
generatore dell’ideale.
Sia d; (t) tale che divide sia a(t) che b(t). Allora qualsiasi q(t) € I (a(t), b(t)) ¢ diviso da
d;(t), in quanto q(t) = @o(t)a(t) + Yo()b(t) = d(t)(@o(t)a’(t) + Yo(t)b'(t)).
Ma d(t) € I(a(t), b(t)), dunque d;(t)|d(t), tesi.

IDENTITA DI BEZOUT: Se d(t) = M.C.D. (a(t), b(t)), allora 3¢ (t),Y(t) € K[t] tali che
d(t) = e()a(t) + Y (O)b(t).

Dimostrazione:

E un corollario immediato della precedente proposizione.

DEFINIZIONE 3.5.4: Sia f € End(V). Si definisce polinomio minimo di f il generatore m(t)
monico dell’ideale I(f).

Osservazione: dal teorema di Hamilton-Cayley segue che ms|p; Vf € End(V).
Osservazione: Non conosciamo un metodo pratico e/o algoritmico per calcolare il polinomio

minimo di un endomorfismo. Quindi e utile calcolare prima il polinomio caratteristico e poi
risalire (a tentativi) al polinomio minimo.

Esempi:
0 1 0 0 0 1
1) A= <O 0 1); pa(t) = t3, inoltre A% = <O 0 0) # 0, dunque sicuramente my (t) = t3
0 0 0 0 0 O
0 1 0
2) B= <O 0 O); pa(t) = t3 e B = 0, dunque m,(t) = t2.
0 0 O

Osservazione: Se W & sottospazio vettoriale di V e f(W) € W, allora my,, |m;. Infatti f|y, & un
endomorfismo e poiché m, si annulla su V, a maggior ragione si annulla su W; inoltre
evidentemente mg,, € polinomio minimo di |y, dunque mg, |m;y.

PROPOSIZIONE 3.5.4: Sia A autovalore per f. Allora Vq(t) € I(f), q(4) = 0.
Dimostrazione:

Siav #0,v e€V]| f(v) = Av. Peripotesi q(f) = 0 e dunque q(f)(v) = 0.

Se q(t) = ag + a t+... +a,t?,

0 =q(HW) = (agid+...+asf5)(v) = agv + aAv+... +a, v = q(A) - v.
Ma poiché v # 0 = q(4) = 0.
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Osservazione: Abbiamo appena dimostrato che ogni polinomio dell'ideale di f (dunque in
particolare il polinomio minimo) si annulla su ogni autovalore. Dunque segue:

COROLLARIO 3.5.5: Se f e triangolabile, allora, se A, ..., 4 sono gli autovalori di f:
k k

pr(t) = n(t =AM me(t) = H(t — A5

i=1 =1
conl<s; < h; Vi.

A]O
PROPOSIZIONE 3.5.6: Sia N = <0 | B)’ con A, B € M (n,K). Alloramy = m.c.m(my,, mg).

Dimostrazione:

Notiamo innanzitutto che Vq(t) € K[t], g(N) = (

my(A)| 0

0 | my(B)
my € I(A) e my € I(B), ossia my|my e mg|my.
Sia ora g tale che my|g e mp|g; allora sicuramente g(4) = g(B) = 0, quindi g(N) = 0, ossia
g € I(N) = my|g, tesi.

M)
0 |qB)
) = 0, dunque my(4) = my(B) = 0, cioe

Dunque, poiché my(N) = 0, allora <

Osservazione: Il polinomio minimo, in quanto generatore di /(f), & un invariante di
coniugio/similitudine.
Inoltre m; distingue le gia studiate matrici non simili:

010]0 0 110 0

00 1]0 0 0[0 0

A4=lo o 0j0) B={50 0 1

000]0 0 0[0 0

Infatti m, (t) = m.c.m(t3,t) = t3 e mp(t) = m.c.m(t?, t?) = t2.

Nonostante questo, gli invarianti trovati finora:

e il polinomio caratteristico;

¢ la dimensione degli autospazi;

e il polinomio minimo;

non sono un sistema completo di invarianti per coniugio/similitudine, infatti:

01 0 01 0
0 0 1 0 0 0 0 1] © 0
Iooo I 0 0 O I
C = 01 0 ;D= 0 0 1
0 0 0 1| O 0 0
0 0 O 0 1
0 0 [0] 0 0 0.0

pc() =pp () =t7; me(t) = mc.m(e3,63,t) = t3; mp(t) = m.c.m(t3,t%,t?) = t3;
Inoltre Vo (C) =7 —rk(C) = 3; Vo(D) =7 —rk(D) = 3, ma C + D, in quanto k(C?) =2 e
rk(D?) = 1.
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LEMMA 3.5.7: f € End(V), g(t) € K[t], allora W = Ker(g(f)) & f-inviariante.
Dimostrazione:

Dobbiamo provare che f(W) € W, ossia che Vx € W, g(f) (f (x)) =0.

Poiché g(t) -t =t - g(t),sihache g(f) o f = f o g(f) e dunque:

INF@) = @) e N = (f e g(N)@ = Fg(NGI) E1£(0) = 0,

dove il passaggio contrassegnato da [=] segue dal fatto che x € Ker(g(f)).

TEOREMA DI DECOMPOSIZIONE PRIMARIA: f € End(V), q(t) € I(f).
Sia q(t) = q,(t)q,(t), con q,(t),q,(t) € K[t] e M.C.D(q4,q;) = 1. Allora:

) V= Ker(ql(f)) ©® Ker(qz(f));
2) Gliaddendi K er(ql (f )) eK er(qz (f)) sono f-invarianti;

dim (Ker(ql(f))) = dim (Ker(ql(g)))

3) Se f ~ g, allora :
{dim (Ker(qz (f))) = dim (Ker(qz(g)))

Dimostrazione:
1) Per Bezout 3a(t),b(t) € K[t] tali che 1 = a(t)q,(t) + b(t)q,(t).
Valutando in f ho:
id = a(f) e q1(f) +b(f) e q2(f) > Vv eV, v=_(a(f) o q:.(H))®) + (b(f) ° q,()) ().
Notiamo che (a(f) ° ql(f))(v) € Ker(qz (f)), infatti:
CIZ(f)(a(f) ° ‘h(f))(v) = (a(f) °q:(f) e Ch(f))(v) = (a(f) ° (ChCIz)(f))(v) =
= (a(f) e q(NH)W) =0,
in quanto q(f) = 0.
Analogamente si prova che (a(f) °q, (f))(v) € Ker(q1 (f))
Dunque abbiamo dimostrato che V = Ker(q,(f)) + Ker(q,(f)).
Siaora z € Ker(ql(f)) n Ker(qz(f)); allora:
z= (a()eq:(N)@ + (b(N)°q:(N)(2) =0,
=0 poiche ze€Ker(q,(f)) =0poiche zeKer(q,(f))
da cui la tesi.
2) Gia provato.
3) Seg=k lofok,conk € GL(V),sappiamo che q;(g) = k™! o q;(f) o k, cioe
41(9) ~ q1(f), per cui vk(q:(9)) = rk(q:(f)), da cui
dim (Ker(ql(f))) = dim (Ker(ql(g))).

Analogamente per g;.

COROLLARIO 3.5.8: f € End(V), q(t) € I(f).Siaq =Gy * ..." g, con M.C.D(q;,q;) = 1
Vi #j.

Allora V = Ker(q,(f)) @ ... ® Ker(qn,(f)) e gli addendi sono f-invarianti.
Dimostrazione:

Per induzione su m:

Passo base): m = 2: gia fatto.

Passo induttivo): Poiché m > 2, poniamo § = ¢, * ..." qp,.

Alloraqg = q,GeM.C.D(q4,G) = 1.

Per il teorema di decomposizione primaria abbiamo che:
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V = Ker(q:(f)) ® Ker(q(f))
=w

W & f-invariante e § € I(f|y). Per ipotesi induttiva:

W = Ker(qz(ﬂw)) b ..0 Ker(Qm(fIW))-
OraV2 <j <m,Ker (qj(f|W)) = Ker(q;(f)|w) = Ker (qj(f)) nw.
D’altra parte Ker (qj(f)) C W, in quanto se x € Ker (qj(f)):

q(NE) = (G2 @) () = (. q;) () = 0.
Dunque W = Ker(q;(f)) @ ... ® Ker(qm(f)), da cui la tesi.

COROLLARIO 3.5.9: f € End(V) triangolabile, Sp(f) = {44, ..., Ax}.
pr= (DMt =AD" - (8= )"
me = (t - Al‘)si Lt (t - Ak)sk, conl < 51 < hi Vi.

Allora:
k
V= @ Ker(f — Ajld)h’
j=1
k
V= @Ker(f — 4jid)”
j=1

e ogni addendo e f-invariante.

PROPOSIZIONE 3.5.10: f & diagonalizzabile & m; = (t — A7) - ...» (£ — Ax).
Dimostrazione:
=) 3B tale che:

Mlg,

Mz(f) =

Akldk

me =m. c.m((t — A1), ., (E— Ak)) =({t—A) .- (t—A)
&) Per la proposizione precedente V = Ker(f — A,id) @ ... ® Ker(f — Axid), dunque segue la

=V11 =V}‘k
tesi.

LEMMA 3.5.11: Sia ¢ € End(V). Allora:
1) Ker(¢’) € Ker(¢/*') VjEN;
2) Sedm € N| Ker(¢™) = Ker(¢™*?1), allora Ker(¢™) = Ker(e™*t) Vvt > 1;

3) La successione {dim (K er(<pj ))} e un invariante di coniugio.
j

Dimostrazione:

1) Se ¢/(x) =0, allora ¢’ (x) = ¢ ((pj(x)) = ¢(0) = 0.

mt1) = Ker(¢™*?) e poi iterare.

2) Basta provare che Ker (¢
Ovviamente per 1) Ker(¢p™*1) € Ker(¢™*?), quindi resta da mostrare il contenimento
opposto.

Sia x € Ker(¢™*?2). Allora 9™*2(x) = o™ (p(x)) = 0, cioe ¢(x) € Ker(p™*).

Ma Ker(¢™) = Ker(¢p™*?!), dunque ¢(x) € Ker(¢™), cioé x € Ker(¢™*1), tesi.
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3) Gia provato.

Osservazione: Se applichiamo il lemma a ¢ = f — A;id:
Ker(f — Aid) S...C Ker(f — Aid)” <...€ Ker(f — Aid)".

Ma poiché:
K k
V= @ Ker(f — Ajid)hj = @ Ker(f - Ajid)sj
j=1 j=1

allora K er( f—- Ajid)sj =K er( f— Ajid)hj VJ, quindi le due decomposizioni primarie

coincidono.

DEFINIZIONE 3.5.5: Vautovalore J;, il sottospazio f-invariante V; = K er(f — ljid)sj e detto
autospazio generalizzato relativo a 4;.

Osservazione: Se Mz (f) = A, gli autospazi generalizzati si possono calcolare risolvendo i sistemi
lineari (4 — ,1)"/X = 0.
SihadunqueV ="V, & .. V,.

PROPOSIZIONE 3.5.12: Sia f € End(V) e Sp(f) = {14, ..., A }. Allora:
1) V), f |V/{ ha solo I'autovalore A;;
j

2) f lVA’j ha polinomio caratteristico = (¢t — Aj) /e polinomio minimo = (¢t — /1]-)81 ;

3) dim (V] ) = by = ua(2;);

4) Se poniamo d; = dim (Ker(f — Ajid)i) V1<i<sjinumerid; <...< dsj sono invarianti
di coniugio (Osservazione: d; = g4 (/11-), dsj = ,ua(/lj)).

Dimostrazione:

1) Sicuramente V3, S V; .

Se f |V/{j avesse un altro autovalore 4, allora I, N V,{j # {0} e dunque V, N V,{j # {0}, assurdo,

poiché sono in somma diretta.
2,3)Sia B; una base di V,{j. AlloraB =B; U ..UB, eéunabasediV.
EUE'B (f) = " ,
con M; blocco quadrato di ordine = dim (V,{j).
Pr =DPm; " - Pmy-
Poiché ogni blocco M; ha solo I'autovalore A;, segue che Pm; =Pyl = i(t - lj)hj e
A
]
hy = ordine di M; = dim (V; ).
Inoltre my = m. c.m(li, ...,ka) =My, * ...n My, da cui mg , = (t - Aj)sj.
A
]
4) Gia provato.
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Osservazione: Dunque possiamo ricondurci a studiare la restrizione di f a ciascun autospazio
generalizzato; se A & autovalore, W =V, e ¢ = f|y, allora:

o dim(W) = p,(1) =h

® Dy = i(t - A)h

e m,=(t—-A%conl<s<h

o sed; =dim(Ker(¢ — 1id)"), 1a stringa [A, s, [dy <...<dg = h]] ¢ un invariante di coniugio.

Osservazione: Possiamo in ogni caso ridurci al caso nilpotente, poiché se i = ¢ — Aid, allora
ha solo 'autovalore 0 (cioe e nilpotente).

p¢ = ith; m¢ = t5.

La stringa di invarianti di i & [O, s, [dy <...<dg = h]].

PROPOSIZIONE 3.5.13: Sia ¢ € End(V), dim(V) = h,  nilpotente. Sono fatti equivalenti:
1) my = t" (ossia my, = tpy)

0 1 0\
0 1

2) 3ABbase di V| Mz(y) = | : .
\o 0/
T P

<) Ovvio, poiché =0e # 0.
0 1 0 1
0 0 0 0

=) Ker(y) C...S Ker(y"), con dim(Ker(l,th)) = h.
P10 = 3Jv ¢ Ker(@" 1), v # 0.
Mostriamo che B = {{y""1(v), ..., (v), v} & una base di V e in questo modo giungo alla tesi,
poiché nella prima colonna di M3 () ci andrebbe 1/1(1/)’1‘1(17)) = 0, nella seconda

w(lph‘z(v)) = " 1(v) e cosi via.

Poiché i vettori sono in numero adeguato, basta che siano linearmente indipendenti.
Sia agv + a; (V) +... +a,_ P (v) = 0.

Se applico Y"1, ottengo a1 (v) = 0, ma Y"1 (v) # 0, quindi a, = 0.

Allo stesso modo se applico "2 ottengo a, = 0; iterando il processo si ottiene

ap =...= ap_1 = 0, da cui la tesi.

Dimostrazione:

DEFINIZIONE 3.5.6: La matrice r X r:

11 0
JAr) = 11
0 )

é detta blocco di Jordan di ordine r relativo a A.

DEFINIZIONE 3.5.7: Si chiama matrice di Jordan ogni matrice diagonale a blocchi:
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in cui ogni blocco J; € un blocco di Jordan.

DEFINIZIONE 3.5.8: Se f € End(V), si chiama base di Jordan per f ogni base B tale che Mz (f)

€ una matrice di Jordan.

Osservazione: L'ultima proposizione afferma dunque che:
my = tpy = £t" < IB| Mp@) =J (0, h).
In tal caso la stringa di invarianti e [0, h[1,2,..,h—1, h]].

LEMMA 3.5.14: Sia 1 € End (V) nilpotente con indice di nilpotenza s (cioe 5 = 0 e 5~ # 0)
dim(V) = h.
Vj| 3 < j < s si consideri Ker(/72) € Ker(y/~1) € Ker(y/).
Sia W un sottospazio vettoriale di V tale che Ker(l,bj) = Ker(lllj_l) @ W esia{w,,...,w,} una
base di . Allora:
1) Y(wy), ..., (wy) € Ker(lpj_l) e sono linearmente indipendenti;
2) Span(p(wy), .., p(wy)) N Ker(yp’/~2) = {0}.
Dimostrazione:
1) Sicuramente Y(wy), ..., P(wy) € Ker(1pi=1), poiché /=1 (zp(wj)) = pi(w;) = 0.
Sia ora a; Y (wy)+... +a, Y (wy) = 0. Per linearita
Y(awi+...+awy) =0 = AWy +... + Gwy € Ker@) nW < Ker(y/~*) nw = {0},

ew ew
percid a,wy+... +a;wy, = 0,da cui a; =...= a; = 0 poiché {w, ,...,w; } & base di W.

2) Siaz = a;p(w)+...+ap(wy) € Span(P(wy), ..., p(wy)) N Ker(yp/=2).
z=P(awy + -+ aqwy) € Ker(Y/72) = ¢/ Haywy + -+ qwy) =0 =
= awy+...+awy € Ker(t/ﬂ"l) NW={0} >aq;=0Vi >z=0.

TEOREMA 3.5.15 (forma canonica di Jordan per endomorfismi nilpotenti): i € End (V)
nilpotente, dim(V) = h, con stringa di invarianti [0, s, [dy <d, <...<dg = h]] Allora:
1) 3B base di V tale che:

](0, nl)

J (0, nt)>
dove ny+...+n; = h.

2) La matrice Mz(1)), detta forma di Jordan di 1, & unica a meno di permutazioni dei blocchi
sulla diagonale ed &€ completamente determinata dalla stringa di invarianti
[0,5,[dy < d, <...< dg = h]].

3) Lastringa di invarianti € un sistema completo di coniugio per endomorfismi nilpotenti.
(Osservazione: Se conveniamo che i blocchi J;, ..., J;;, sulla diagonale siano in ordine
decrescente, allora la forma di Jordan di i ¢ unica e possiamo denotarla con J()).

Dimostrazione:

1) Per ipotesi my,(t) = t°.
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Ker(y) € Ker(¥?) €...G Ker(¥5) = V.

Poniamo d; = dim (Ker(lpi)).

Sia W, un supplementare di Ker(15~1) in Ker (y%), ossia Ker(y°) = Ker(y*™1) @ W,.
Poniamo r; = dim(W;). (Osservazione: r; = dg —ds_1 = h — ds_4).

Sia {171,5» s vrs,s} una base di .

Poniamo vj,_; = l,b(vj's) Vi<j<r.

Per il lemma, vy 5_1, ..., Vr,s—1 stanno in Ker(1)*~) e sono linearmente indipendenti;
dunque posso completarli a una base {U1,s—1, s Vrgs—10 Vrgh1,5—10 oves vrs_l‘s_l} di un
supplementare W,_; di Ker(yS"2) in Ker(y°~1), ossia Ker (¥°~1) = Ker(¥)°~2) @ W,_;.
Itero il procedimento scegliendo supplementari W;| K er(lpj ) =K er(lpj _1) D w;,

rj = dim(W}).
I vettori cosi trovati possono essere organizzati in una tabella:
vy v Ures base di W,
1 )
Vis-1 ... Vrgs—1 = Vreys-1 base di W;_4
\’ ! 3
\) \) \)
Viz ™ Ur2 C U2 Vr, 2 base di W,
vl \) 1 . .
11 .. Ura Vr 1 Vr,1 - VU1 basediKer(y)
dove r; = dim(Ker(¥)) = d;.
Si ha:

V =Ker(*) = Ker(*™') @ W; = Ker(*™*) @ Ws_, @ W = -
w=Ker@) W, D ..o W,,
dunque per costruzione i vettori presenti nella tabella formano una base di V (in quanto
sono linearmente indipendenti e in numero adeguato).
Inoltre ad esempio:
v = P(v12) = Y2 (vi3) =..= P (i)
dunque:
V10,0120 0, 15} = {57 (01,5), 572 (Va5),s s Vs
Pertanto la base B ottenuta riordinando i vettori della tabella procedendo da sinistra verso
destra e risalendo le colonne é una base di Jordan.
Ogni colonna “alta” j produce in Mz (1) un blocco di Jordan di ordine j.
Mostriamo che il tipo dei blocchi in Mz () € completamente determinato dalla stringa di
invarianti [O, s,[dy <d, <...<dg = h]]
Notiamo innanzitutto che, per quanto visto nel punto 1):
e s = indice di nilpotenza = massimo ordine dei blocchi in Mz (1)) (in quanto l'altezza di
una colonna non puo superare l'indice di nilpotenza);
o d, = dim(K er(l,b)) = numero totale dei blocchi (cioe il numero delle colonne).
Pili precisamente, poniamo b; = numero dei blocchi j X j in Mz (). Allora:
bs = dim(Wy) = 7
by = dim(W}) — dim(Wj,,) =13 = 7j.1.
Se poniamo 75,4 = 0, allorab; =1, —1;,; V1 < j <s.
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Esprimiamo i b; in funzione dei d;:

r; = dim(W;) = dim (Ker(l/)f)) — dim (Ker(lpf‘l)) =d; —dj_q;

= dim(Ker(t/))) =d,.

Dunque poniamo dy = 0 e dgy1 = dg = h, in modo da avere:

by =1 =11 = dj — djoy = (djp1 — &) = 2d; — djy = djiy V).

Dunque M3 () dipende, a meno di permutazioni dei blocchi sulla diagonale, solo dai d;.
3) Se,, P, sono endomorfismi nilpotenti di V con stessa stringa di invarianti, allora, per

quanto visto nei punti precedenti, 3By, B, basi di V' tale che Mz (P;) = Mz, (P,), quindi

Y1 ~ Py,

Osservazione: Dal lemma segue che dim(Wj) < dim(Wj_l), cioé 1; < 1;_4, ossia la successione
{dj - dj_l}, e decrescente (in generale non strettamente).
j

Osservazione: Dato f € End(V), Sp(f) = {A4, ..., A }. Allora ci restringiamo a lavorare in ogni
autospazio generalizzato V){j; studiando 'endomorfismo di VA']_, fi=f |V/{ — Ajid, troviamo la
j

forma di Jordan ( fj) di fis da cui risaliamo facilmente a quella di f |V/{_, semplicemente
J

aggiungendo a A;/ a | ( fj) Dunque la forma canonica di Jordan dell’endomorfismo f é:

J(f1) + 41
ol |
J(fi) + Al

Da questo segue:

COROLLARIO 3.5.16 (forma canonica di Jordan per endomorfismi triangolabili): Sia
f € End(V) triangolabile. Allora:

1) 3B base di V| M3z (f) & una matrice di Jordan (B & detta base di Jordan per f);

2) La matrice Mz (f) & unica a meno di permutazioni dei blocchi sulla diagonale ed &

determinata dalla stringa di invarianti s(4;) = [Ai, Si, [d1 1) <...< dsi(/li)]] associati agli
autovalori di f;

3) Due endomorfismi triangolabili di V sono coniugati < hanno la stessa forma canonica di
Jordan (che é quindi un invariante completo di coniugio).

COROLLARIO 3.5.17: Ogni matrice triangolabile A e simile alla sua trasposta.
Dimostrazione:

J(4) dipende solo dalle dimensioni dei Ker(A — AI)’ e dunque dai rk(4 — AI)’.
Poiché Vj, rk(‘A — AI)) = rk(A — AI), allora J(A) = J(A), da cui *A ~ A.

Osservazione: Per quanto visto finora siamo in grado di stabilire se due endomorfismi
triangolabili sono simili. Dunque la forma canonica di Jordan € un sistema completo di
invarianti in End(V), con V K-spazio vettoriale e K algebricamente chiuso.
Perd ad esempio in M'(n, R) abbiamo visto che esistono matrici non triangolabili; ovviamente la
teoria della forma canonica di Jordan non puo essere applicata a tali matrici. Riprendendo pero
il teorema che dice che A ~g B & A ~¢ B, possiamo lavorare in questo modo:

A~grB ©A~cB & Jc(4) =Jc(B)
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Dungque possiamo considerare A, B € M (n,R) € M (n, C), cio¢ A, B: C* - C", trovare la loro
forma di Jordan complessa (che di sicuro esiste) e stabilire se sono simili o meno a partire da
questa. In quest’ultima parte del capitolo vogliamo arrivare alla stessa conclusione provando che
nella classe di similitudine di 4 non triangolabile in M'(n, R)/.. esiste un rappresentante
canonico, detto forma di Jordan reale di A, univocamente determinata da J¢(A) e quindi
essenzialmente unica.

FORMA DI JORDAN REALE: VA € M (n, R) esiste un rappresentante canonico di similitudine,
univocamente determinato dalla forma di Jordan complessa di A.

Dimostrazione:

Sia A € M'(n, R). Procediamo per passi dimostrando lemmi:

1) Poiché p,(t) € R[t], gli autovalori di A sono del tipo:

Ay oo Ay Uy ooy Uy gy oo Uy
eR €C\R

e ta(1j) = 1a(iL;) vJ.
2) Pensiamo A come endomorfismo di C". Allora per il teorema di Jordan:
=V, ®.0V, OV, D .0V, DV D .0 Vg
3) Sia A uno degli autovalori reali di A. Una base di Jordan di V; € C" si trova prendendo basi
opportune nella successione di sottospazi:
Ker(A—AI) € Ker(A— A? € -
Poiché Vj il sottospazio Ker(A — AI)/ ha la stessa dimensione sia come sottospazio di R" sia
come sottospazio di C" (in quanto & reale), allora possiamo scegliere una base di Jordan di V;
formata da vettori reali.
4) Sia u € C\R uno degli autovalori complessi non reali di A. Se {z;, ..., z;} &€ una base di Jordan
di V/, allora {Z, ..., Z;} & una base di Jordan di V.
Dimostrazione:
Poiché Ker(A — ul)J = Ker(A — jil)’ Vj, in quanto A & reale e quindi A = 4, allora i
vettori 73, ...,z € Vi = U;jKer (A — al)’.
Dimostriamo che gli Z, sono linearmente indipendenti:
az1+...+a;z; = 0,con a; € C Vi.
Coniugando:
a,z;+...a;z, = 0 = a, = 0 Vi, poiché gli z; sono linearmente indipendenti = a; = 0 Vi.
Inoltre dim(V#’) = u, () = pa () = dim(Vl—i) = t, quindi {Z;, ..., Z;} € una base di V;.
Ci resta da mostrare che & una base di Jordan di V.
Poiché {z,, ..., z;} & una base di Jordan di V//, allora:
Az = uz; vV Azj = uz; + zj_, Vj
Se Az; = uz; = Az =A—z]=u—z]=ﬂz_;
se Azj = uz; + zj_y = Az, = iz, + 7,3,
dunque {Z;, ..., Z;} ¢ effettivamente una base di Jordan di V.
(Osservazione: Abbiamo quindi mostrato che, se in J¢(A4) ci sono b blocchi relativi
all’autovalore u di ordine m, allora in /¢ (A) ci sono b blocchi di ordine m relativi a fi.)
5) Sia u € C\R uno degli autovalori complessi non reali di A. Allora esiste una base di V}; @ Vj
formata da vettori reali.
Dimostrazione:
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Sia {1, ..., z;} una base di Jordan di V},. Per 4) sappiamo che {Z;, ..., Z;} & una base di Jordan
di V;. Quindi dim(V, @ V;;) = 2t.

Poniamo x; = Re(z;) e y; = Im(z;) V).

Poiché x; = 4 :Z’ ey = ij_izj ,ivettori X4, ¥4, ..., X, ¥ € V, @ Vy, in quanto combinazioni
lineari di z; e Z;. Inoltre, poiché gli z; e Z, generano V, @ Vg, allora anche gli x;, y; generano,

in quanto ciascuno ¢ combinazione lineare di z; e Z,.
Infine, poiché dim(V#’ P VF:) = 2t, allora {xy, ¥, ..., X;, ¥¢} € una base di vettori reali di
V. @ Vg
Scriviamo la matrice associata a AlV[LEBVﬁ rispetto alla base {x1, ¥y, ..., X¢, ¥¢ }-
e Se Az; = uzj, allora:
zj+ 2z Mz + Uz,

Axj = A=——— = ——— = Re(uz) E] Re(W)Re(7) — Im)Im(z) =

= Re(wx; — Im(w)y;

Zi—Z, Uzj— Uz,
Ay; = A~ 57 L= 57 L = 3m(uz)) =] Sm@)Re(z) + Re()Im(z;) =
= Im(wx; + Re(w)y;
I passaggi contrassegnati con [=] derivano dalle relazioni:
z,w € C, Re(zw) = Re(z)Re(w) — Im(2)Im(w);
Im(zw) = Im(z)Re(w) + Re(2)Im(w).
e Analogamente, se Azj = Kz +zj_q: o
zi+z, uzi+zi_+uz,+z,_4
Ax; = A= > L=t > L7 = Re(uz;) + Re(zj_4) =
= Re(u)x; — Im(Wy; + xj_4
Ay; = 3Im@x; + Re(Wy; + yj-1
Pertanto, se la matrice associata ad A|V,Q rispetto alla base {zy, ..., 7} era:

con J; blocco di Jordan di ordine m; relativo a u, allora la matrice associata a Ale’L@V,—i rispetto

alla base {xy, y1, ..., X, ¥¢} € una matrice di ordine 2t e del tipo:

J1

Jr

dove J, & un blocco di ordine 2m; della forma:

H, I \
u
(" 1

Re(p) Sm(u))elz(l 0)'

ConH“:(—Sm(ﬂ) Re(y1) 0 1
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Osservazione: Se per la coppia di autovalori u e 1 si fosse scelto di lavorare con fi, al posto del

blocchetto (_2:(1%)1) \;:;((5)) ) avremmo avuto il blocchetto (?ﬂi((!;)) _;:(1!5!)1)) simile ma

non uguale a quello associato a p.
Per evitare ambiguita nella forma Jr (A) conveniamo di scegliere 'autovalore| Im(u) > 0.

A questo punto la forma di Jordan reale di A & unica a meno di permutazioni dei blocchetti.

0 0 1
Esempio: Trovare la forma di Jordan reale di 4 = (1 0 O).

0 1 0
-t 0 1
pa®)=det| 1 —t 0 |=—-t@H+1(D)=-3+1=0A-)({t*+t+1).
0o 1 -t
Poiché su C il polinomio caratteristico ha tre radici distinte, 1,4 = —% +i \/— = ; - i?,
allora su C A é diagonalizzabile:
1 0 0
Jc(4) = (0 U 0)
0 0 &
Per quanto visto prima, sostituiamo i due blocchetti (1) e () con il blocchetto
1 3
Re(u) Sm(u)) |z =z ,
<—Sm(u) weu)) T\ vz 1 | Dunaue
2 2

0
V3

\
)

l\J| N~ ©
=

(
Jn(4) =
o

PROPOSIZIONE 3.5.18: Siano K € K’ campi. A € M (n, K). Allora mg(A4) = my (A4) (dove
mg(A) ¢ il polinomio minimo di 4 su F).

2
1
2

Dimostrazione:

Lavoriamo in K'[t]. In questo anello, poiché mys(A) genera I'ideale dei polinomi che si
annullano in A4, e mg(A) appartiene a questo ideale, ho che mys(4)|mk(A4).

Per concludere mi basta mostrare che deg(mK(A)) < deg(mKr (A)), poiché, essendo
sicuramente deg(mK(A)) > deg(m]Kr (A)), avrei che deg(mK(A)) = deg(mKr (A)), ma essendo
i due polinomi monici, avrei la tesi.

Notiamo innanzitutto che, dati vy, ..., v, € K* € (K')™, sono linearmente indipendenti su K"
& lo sono su (K')", infatti entrambe le condizioni sono equivalenti alla condizione:

“Se M é la matrice n X k avente i v; come colonne, 3minore k X k di M con determinante # 0.
Mostriamo ora che, date Ay, ..., A, € M (n, K), con k < n?, sono linearmente indipendenti su
K < losonosu K'.

Infatti, considerando che M'(n, K') = (]K’)nz, per la precedente osservazione se esiste una
combinazione lineare non nulla su M (n, K") delle A; che da 0, allora esiste anche su (K™,
quindi anche su K", quindi su M (n, K).

Inoltre il viceversa € ovvio, in quanto se le 4; sono indipendenti su K’ lo sono anche su K.
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A questo punto sia d = deg(my(4)). Allora ], 4, ..., A% sono linearmente dipendenti su K’ per
definizione di polinomio minimo, ma per quanto visto [, 4, ..., A% sono linearmente dipendenti
anche su K, quindi 3polinomio q(t) € K[t],q # 0,deg(q) < d tale che q(4) = 0.

Per cui deg(m]K(A)) < d, da cui la tesi.

Osservazione: Quindi my(A) = mc(4) VA € M (n, R). Inoltre ¢ evidente che pr(A4) = pc(4),
poiché il polinomio caratteristico, essendo un determinante, dipende solo da A.

3.6 BASI CICLICHE PER ENDOMORFISMI

Nel seguito sia V spazio vettoriale su K, char(K) = 0.

DEFINIZIONE 3.6.1: dim(V) = n, f € End(V). Una base B di V si dice ciclica per f se 3v € V
tale che B = {v, f(v), ..., f* 1 (v)}.

DEFINIZIONE 3.6.2: v € V. I(f,v) = {q € K[t]|q(f)(v) = 0} & un ideale di K[t], dunque esiste
un generatore my ,, di I(f, v), detto polinomio minimo di v rispetto a f.

Osservazione: Visto che Ir € I(f,v), si ha che mg,,|m;.

LEMMA 3.6.1: K campo con char(K) = 0. Sia VV un K-spazio vettoriale e siano Wy,...,W,
sottospazi di V taliche V = W; U ...U W,,. Allora i tale che V = W,.

Dimostrazione:

Supponiamo che I'unione V = W; U ...U W, sia minimale, cioe W; € W; U ... W;_; U W, U ..U
W, Vj. Supponiamo per assurdo che n > 2; allora per minimalita W, € W, U ..U W,,_,.

Siau & W,eveW,\(W,U..UW,_,) edenotiamo S = {v + tu|t € K}.

u # 0 e #K = +00, dunque #S = +oo; visto che S SV = W, U ... U W, dovra esistere un W; tale
che #(S N W;) = +o0. Vediamo che cio e assurdo.

Se v+ tu € W, pert # 0, si avrebbe W, 3 (v + tu) — v = tu, cioé u € W, assurdo.

Se invece v + t;u, v + t,u € W; conty # t, ei < n,siavrebbe (t, —t;)v =t,(v + tju) —

t;(v + tyu) € W, cioé v € W, assurdo.

Dunque #(S N W;) < 1 Vi, da cui l'assurdo e la tesi.

Osservazione: La precedente proposizione ¢ falsa se char () > 0; non é infatti difficile trovare
un controesempio con K = [F,.

LEMMA 3.6.2: f € End(V). Allora 3v € V tale che ms,, = mg.
Dimostrazione:
Visto che Vv € V mg ,,|mg, I'insieme {mf,vlv € V} e finito, pertanto coincide con

{mf,,,l, s mf,,,p} per alcuni v; € V.
Vj =1, ...p considero i sottospazi W; = Ker (mf,vj(f)) = {Z € V|mf’vj(f)(z) = O}.
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Vz €V, 3j tale che m, = my, e quindi m,,j(f)(z) =m,(f)(z) = 0, cice z € W,.
AlloraV = W; U ...U W, e dunque 3i, tale che W; =V, ossia Ker (mvl.o (f)) =V, cioé my, €

Iz quindi my |mvi0.

TEOREMA 3.6.3: f ammette una base ciclica & m; = +py.

Dimostrazione:

=) Ovvia, in quanto se {v, f (v), ..., f* 1(v)} sono linearmente indipendenti, deg(mf) >ne
dunque my = tpy.

&) Per il lemma 3v € V tale che my,, = my. Per ipotesi deg(m; ) = deg(m;) = n.
Ma allora {v, f(v), ..., f* 1 (v)} sono linearmente indipendenti; infatti se
bov + by f (W)+...4+b,_1f* 1 (v) = 0, il polinomio g(t) = by + byt+...+b,_1t" deve
soddisfare g(t) € I(f,v), ma mg,, = ms, dunque tutti i polinomi in I(f, v) hanno grado
>n, quindi g(t) =0e b; = 0 Vi.
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4 FORME BILINEARI

4.1 FORME BILINEARI E FORME QUADRATICHE

DEFINIZIONE 4.1.1: Sia V un K-spazio vettoriale. ¢p: V X V' — K & detta applicazione (o forma)
bilineare se:

1) Vx,y,z€V,p(x+vy,2z) =d(x,2) + p(y,2)

2) Vx,y,z€V,dp(x,y+2) =d(x,y)+ d(x,2)

3) Vx,y eV,Va €K, ¢p(ax,y) = ap(x,y) = ¢p(x, ay).

PROPOSIZIONE 4.1.1: Le seguenti applicazioni sono bilineari:

1) ¢ =0;

2) ¢:R*"xXR" > R| ¢p(X,Y) = XY = ¥, x;¥;, detto prodotto scalare standard su R"™;

3) A€ M(nK), p: K" x K" > K| p(X,Y) = LXAY;

4) p: M(n,K) x M(nK) - K| ¢p(4,B) = tr(*AB);

5) ¢: M(n,K) X M(n,K) - K| ¢(4,B) = tr(AB);

6) ay,..,a, €K, ¢: K, [x] X K,[x] = K] (,‘b(p(x), q(x)) = Yi-1p(a;)q(a;), cioé la valutazione
(K, [x] & l'insieme dei polinomi di grado < n);

X1 V1
7) ¢:R*XR* > R| ¢ ;; , ;z = X1Y1 + X2¥2 + X3Y3 — X4Y4, detto prodotto scalare di
X4 YVa
Minkowski.
Dimostrazione:
1) Ovvia.

2) Segue immediatamente dal fatto che la trasposizione e il prodotto fra matrici sono lineari.
3) Analoga alla 2).

4) La traccia, cosl come la trasposizione e il prodotto fra matrici, € lineare.

5) Analoga alla 4).

6) Segue dal fatto che la valutazione e lineare.

7) Lasciata al lettore.

DEFINIZIONE 4.1.2: Una forma bilineare ¢: V X V — K si dice prodotto scalare se ¢ simmetrica,
cioe p(v,w) = p(w,v) Yr,w € V.

PROPOSIZIONE 4.1.2: Delle precedenti forme bilineari, 1), 2), 4), 5), 6), 7) sono prodotti
scalari, mentre la 3) € un prodotto scalare & A & simmetrica.

Dimostrazione:

La 3) & un prodotto scalare & ‘XAY = 'YAX = '(*X'AY) VX,Y € K", ma essendo numeri,
EXAY = ((PXPAY) VX, Y e K" © 'XAY = 'X'AY VX,Y € K". Poiché I'uguaglianza deve valere
vX,Y € K", in particolare varra per X = ¢;,Y = g,conl <ij<n.

Quindi ‘e;Ae; = e;fAe; Vi,j < [A];; = [*Aly; Vij & A="A.
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La 4) & un prodotto scalare perché tr(*AB) = tr(*(*AB)) = tr(*BA), mentre la 5) & un prodotto
scalare perché abbiamo dimostrato che tr(AB) = tr(BA). Le altre sono verifiche immediate.

Osservazione: Durante tutta la trattazione delle forme bilineari lavoreremo solo in campi K con
char(K) # 2, per poter dividere per 2.

DEFINIZIONE 4.1.3: Sia ¢p: V X V — KK una forma bilineare. Si definisce forma quadratica
indotta da ¢ I'applicazione q4:V — K definita da g4 (v) = ¢(v,v) Vv EV.

Esempio: ¢(X,Y) = ‘XY su K" induce q4(x) = 'XX = ¥, x{ (detta forma quadratica
standard).

DEFINIZIONE 4.1.4: Una applicazione q: V — K si dice forma quadratica se 3¢ forma bilineare
sulV|q=qg.

Osservazione: Piut forme bilineari possono definire la stessa forma quadratica, ad esempio

¢; =0ep,(X,Y) = XAY, con A antisimmetrica, inducono la stessa de = 0, in quanto:

IXAX = '("X'AX) [=] 'X(—A)X = —'XAX = 'XAX = 0 (il passaggio [=] deriva dal fatto che la
trasposizione lascia invariato un numero).

PROPOSIZIONE 4.1.3: Sia gq: V = K una forma quadratica. Allora esiste uno e un solo prodotto
scalare che induce q.

Dimostrazione:

Per definizione 3¢ forma bilineare tale che g = gy, cioé tale che q(v) = ¢p(v,v) Vv EV.

Allora ¢'(u,v) = w e un prodotto scalare che induce g (in quanto e evidentemente

simmetrico e ¢'(u,u) = ¢p(u,u) = q(u)).
Inoltre se Y & un prodotto scalare che induce g, allora:
qu+v) —qw) —q) =P +vu+v) -yPw) -Pp@v) =Y v) +P,u) =
= 2¢y(u,v)

dacuiy(u,v) = q(uw)_z(u)_q(v) (detta formula di polarizzazione), dunque 1) & univocamente

determinato e quindi unico.

DEFINIZIONE 4.1.5: Definiamo:
o Bil(V) ={¢p:V XV - K| ¢ & bilineare}
o PS(V)={¢:V xV - K| ¢ eprodotto scalare}
e QW) ={q:V - K| q e forma quadratica}.

DEFINIZIONE 4.1.6: Definiamo una somma e un prodotto per scalari in Bil(V):

o Vo, €BIl(V), (¢ +P)(v,w) = d(v,w) + (v, w);
e VAEK, V¢ € Bil(V), (Ad)(v, w) & 1p (v, w).

PROPOSIZIONE 4.1.4: 1) Bil(V) & uno spazio vettoriale;
2) PS(V) & un sottospazio vettoriale di Bil(V);
3) Q(V) é un sottospazio vettoriale di F(V,K) = {f:V - K}.
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Osservazione: PS(V) = Q(V), in quanto I'applicazione F: PS(V) - Q(V)| F(¢) = q4 € un
isomorfismo (sappiamo che e bigettiva e si vede con un’immediata verifica che e lineare).

Notazione: Indicheremo con (V, ¢) lo spazio vettoriale V dotato del prodotto scalare ¢.

DEFINIZIONE 4.1.7: Siano (V, ¢) e (W, ) K-spazi vettoriali. f:V — W lineare si dice isometria
se:
e f eéisomorfismo di spazi vettoriali;

o Vx,yeV,d(xy)=¢(f(x),f().

DEFINIZIONE 4.1.8: (V,¢) e (W, ) si dicono isometrici se 3f:V — W isometria (in tal caso ¢
e 1 si dicono prodotti scalari isometrici).

Osservazione: L’essere isometrici € una relazione di equivalenza (la verifica é lasciata al lettore).

Osservazione: Se f:V — (W, ) ¢ un isomorfismo, 'applicazione f,;: V X V - K| f;(v,w) =
Y(f(v), f(w)) & evidentemente un prodotto scalare su V e f: (V, fd’j) - (W,y) é un’isometria
per costruzione.

Dunque in generale bastera studiare {(V, $)}/isometrie> con V fissato.

Denoteremo con (, ) il prodotto scalare standard di R™.

Esempi:
1) Le rotazioni di centro I'origine sono isometrie lineari di R? dotato del prodotto scalare

. .. (X ) . (x" . , )
standard, infatti sia (y) un vettore di R? e sia (y') il vettore ottenuto ruotando 'altro di un

angolo a; allora:

)

<x’) _ (cos(a) - sin(a)) (x) _ (x cos(a) —y sin(a))
y')  \sin(a) cos(a) /\¥/ ~ \xsin(a) + vy cos(a)
<x1 cos(a) — y; sin(a)) (xz cos(a) — y, sin(a:))
x, sin(a) + y, cos(a)/’ \x, sin(a) + y, cos(a)
= x1%z(cos?(a) + sin®(@)) + y1y,(sin®(a) + cos?(a)) = x1%; + y1¥2 =

= () Gy

2) Sia H = {byx1+...+b,x, = 0} un iperpiano in (R", (, )) passante per O.

b,

Sia B = ( : ) Allora H = {X|(B,X) = 0}.
by,

Sia ora p: R™ — R" la riflessione ortogonale rispetto ad H che associa ad ogni P € R™ il

simmetrico rispetto ad H.

Grazie alla figura (che ¢ in R?® ma che comunque rende I'idea della situazione), vediamo che:

p(P) = P — 2Bp; ma avendo l'iperpiano dimensione n — 1, su di esso giacerannon — 1

componenti di P, che chiamiamo My, ..., M,,_;, mentre l'ultima componente sara

esattamente Bp. Allora:

(P,B) = (Bp + XI5 M;, B) = (Bp, B) + X151(M;, B) = (Bp, B).

94



H
0 =M
v
Sia ora Bp = k * B; quindi:
_ _ _ (B)
<P!B> - <BP!B) - k(B,B> = k - (B,B)'
(P,B)
Dunque p(P) =P — Z(B,_BﬁB'
Notiamo che p? = id, infatti:
5 {P,B)
(o) =p—2880p_ 2<P_ (BB B)B -
PP (B, B) (B, B) B
_p B (P,B)
- (B, B) (B, B)
Inoltre p e un’isometria, in quanto:
e ¢ lineare (la verifica ¢ immediata);
e ¢ iniettiva, poiché:
(P, B)
Ker(p) ={P|P = BB el P|P—2(P B>B 2<2<B B)BB)B
o B.B) |~ (B,B) (B, B)
= {P|(P,B) = 2(P,B)} = {0}
e & surgettiva, poiché la controimmagine di P & p(P), in quanto p? = id;
e mantiene i prodotti scalari, in quanto:
(p(X), p(Y)) = (X P B)B PALL B)B)
X,B\Y,B X,BXY,B X,BXY,BXB,B
=(X,Y>—2< X )_ (X, BX )+ (X,B){Y, BX )=(X,Y).
(B, B) (B,B) (B, B)(B, B)
DEFINIZIONE 4.1.9: Si definisce gruppo ortogonale di (V, ¢) 'insieme o,¢) =

{f eGLV)| f: (V,¢) = (V, ) e isometria}, cioe:
feow,¢) e ¢(xy) =o(f(x),f(y) Vr,y €V,

PROPOSIZIONE 4.1.5: (O(V, ¢),°) & un gruppo ed & sottogruppo di GL(V).
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DEFINIZIONE 4.1.10: x,y € V si dicono ortogonali rispetto a ¢ se ¢(x,y) = 0.

Osservazione: Se x, y sono ortogonali rispettoa ¢ e f € O(V, ¢), allora f(x), f(y) sono
ortogonali rispetto a ¢.

DEFINIZIONE 4.1.11: ¢ € Bil(V), B = {v4, ..., v, } base di V. Si definisce matrice associata a ¢
rispetto a B la matrice Mz (¢p) € M (n, K) definita da [Mz(dh)];; = ¢(v;, vj)

PROPOSIZIONE 4.1.6: Se Mz(¢p) = A, allora Vv,w € V, ¢p(v,w) = {[v]gA[w]s.

Dimostrazione:

p(v,w) = ¢ zn:xivi:zn:y]'vj = Zn:zn:xiy]ﬂ"(vi'vj) = v]gAlwlz
i=1 =1

i=1j=1

PROPOSIZIONE 4.1.7: Sia B base di V. Allora 'applicazione:
o Bil(V) » M (n, K)
B .

¢ - Mp(P)
¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.
Dimostrazione:
‘,D?B & evidentemente una bigezione, poiché VA € M'(n, K), ¢(v;, v]) [vlgA[w]g, dove

= {vy, ..., 1, } & fissata. Essendo ¢ definita su vettori di base, & univoca 'estensione a tutti i
v € V. Inoltre dalla definizione segue la linearita, dunque ho la tesi.

COROLLARIO 4.1.8: dim(Bil(V)) = n?.

Osservazione: ¢ € Bil(V), B base di V. Allora ¢ € PS(V) & Mz(¢p) é simmetrica.
COROLLARIO 4.1.9: dim(PS(V)) = dim(Q(V)) = n(n+1)

Dimostrazione:
Mz |psay: PS(V) = S(n, K) & un isomorfismo.

Osservazione: B base di V, ¢ € PS(V), A = Mz (). Sia P, il prodotto scalare su K" associato
alla matrice simmetrica 4, cioé ,4(X,Y) = tXAY.
Allora [ ]z: (V, ¢) = (K", ,) & un’isometria, infatti ¢ (v, w) = [v]gA[wlz = Ya([v]z, [W]).

PROPOSIZIONE 4.1.10: f: (V,¢) — (W, ) isomorfismo, B base di V, § base di W.
Siano M = Mz (p), N = Ms(Y), A = My s(f). Allora f & isometria & M = 'ANA.
Dimostrazione:

Siano X = [v]g, Y = [w]g. Allora ¢p(v,w) = LXMY.

Y(f @), fFW)) = Hf@IsNIFW)]s = CAX)N(AY) = ‘X' ANAY .

Dunque f ¢ isometria © ‘XMY = ‘X'ANAY VX,Y € K* & M = YANA (per il solito discorso
che quell'uguaglianza deve valere VX, Y e quindi in particolare per gli X = ¢;,Y = ¢;).
Osservazione: f isomorfismo. f € 0(V,¢) & M = ‘AMA, dove M = Mz(d) e A = Mz(f).
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4.2 CONGRUENZA E DECOMPOSIZIONE DI WITT
DEFINIZIONE 4.2.1: A, B € M (n, K) si dicono congruenti se 3IM € GL(n,K)| B = ‘MAM.

PROPOSIZIONE 4.2.1: Sia ¢ € Bil(V) e B, B’ basi di V. Poniamo A = Mz(¢p) e A" = My ().
Allora A e A’ sono congruenti.

Dimostrazione:

Sia M la matrice del cambiamento di base da B a B'; quindi [v]g = M[v]gz Vv € V.

Allora:

¢, v) = ulgAlvlg = [ulg "MAM[v]y;

¢, v) = u]zA'[v]g.

Poiché ‘[ulg tMAM[v]g = Hulg A'[v]g VYu,v €V, allora A’ = tMAM.

Osservazione: La congruenza é una relazione di equivalenza

Osservazione: Il rango € un invariante di congruenza (poiché si moltiplica per matrici
invertibili).

DEFINIZIONE 4.2.2: rk(¢)) = rk(Mz()).
Osservazione: La definizione é ben posta perché il rango non dipende da B.

PROPOSIZIONE 4.2.2: Sia V un K-spazio vettoriale, ¢, € PS(V). Sono fatti equivalenti:
1) (V,¢) e (V,) sono isometrici;

2) VB basediV, Mz(p) e Mz (y) sono congruenti;

3) 3B, B’ basidi V| Mz(pp) = My ().

Dimostrazione:

Analoga a quella per gli endomorfismi.

Osservazione: Gli invarianti rispetto all’isometria in PS(V) corrispondono agli invarianti
rispetto alla congruenza in S (n, K).

Osservazione: Se B = tMAM, con M € GL(n, K), allora det(B) = det(4) - (det(M))?. Quindi:
¢ il determinante non ¢ invariante di congruenza;
e se K = Ril segno del determinante ¢ invariante per congruenza.

DEFINIZIONE 4.2.3: Sia ¢ € PS(V). Si definisce radicale di ¢ 'insieme
Rad(¢p) ={veV|pv,w) =0 vw € V}.

PROPOSIZIONE 4.2.3: Rad(¢) & sottospazio di V e dim(Rad(¢)) = dim(V) — rk(¢).
Dimostrazione:

La verifica che sia sottospazio ¢ lasciata.

Sia dim(V) = n e B base di V; sia A = Mz(¢).

Poniamo X = [v]ge Y = [w]5p.
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vERad(p) © ¢p(v,w)=0VweV © XAY =0 VY eK" [&] XA=0 & (XA =0
o AX =0
dove il passaggio [ ] segue dal fatto che deve essere {XAY = 0 VY € K", dunque in particolare
perY =e,conl<i<n.
Quindi 'immagine di Rad(¢) tramite 'isomorfismo [ ]g: V = K" ¢ Ker(A), per cui
dim(Rad(qb)) = dim(Ker(A)) =n—rk(A) =n—rk(p).

Osservazione: In particolare Rad(¢) si calcola risolvendo il sistema lineare AX = 0.

DEFINIZIONE 4.2.4: Diciamo che ¢ € PS(V) é non degenere se Rad(¢) = {0}, ossia se
¢(v,w) =0 VYw €V = v = 0 (e degenere altrimenti).

COROLLARIO 4.2.4: ¢ & non degenere < rk(¢) = dim(V).
Osservazione: Se A = Mz (¢p) allora ¢ € non degenere & det(4) # 0.

Notazione: Se W ¢ sottospazio di V e ¢ € PS(V), denoteremo con ¢/, la restrizione di ¢ a
W xWw.

Osservazione: Sia A = ((1) (1)) prodotto scalare su K? e W = Span(e;).

¢|w = 0, dunque la restrizione di un prodotto scalare non degenere puo essere degenere.

DEFINIZIONE 4.2.5: (V, ¢) e (W, ) si dicono canonicamente isometrici se esiste un’isometria
fra di essi che non dipende da nessuna base.

PROPOSIZIONE 4.2.5: ¢ € PS(V).
1) SeV = Rad(¢) @ U, allora ¢|y & non degenere.
2) SeV = Rad(¢) @ U, = Rad(¢) @ U,, allora U, e U, sono canonicamente isometrici.
Dimostrazione:
1) Sian =dim((V),p = dim(Rad(¢)).
Sia B; = {vl, ) vp} base di Rad(¢); sia B, = {vp+1, s vn} base di U.
Sia B = B; U B, (che ovviamente & base di V); allora:

010
imB<¢>=< )

0| A
dove A = Mg, (¢d|y) € M(n —p, K).
Poiché rk(Mz(¢)) = n — dim(Rad(¢)) = n — p, allora 4 & invertibile e dunque ¢|, & non
degenere.
2) Vue U, €V 3!z, € Rad(¢),u’ € Uyl u = z, + u'. Definiamo L: U; - U,| L(u) = u'.
L & sicuramente lineare, in quanti restrizione di 7ry,: V — U,.

Poiché dim(U;) = dim(U,), per provare che L & isomorfismo basta provare che ¢ iniettiva.
Siau € Ker(L) > u'=L(u)=0 =u=2z, € Rad(¢p) = u € U; N Rad(¢) = {0}.
Mostriamo che L & un’isometria:

¢, v) = Pz +u', 2, + V') = P24, 20) + P2, V') + ¢(W', 2,) + oW, V") = (', V') =
= qb(L(u), L(v)), da cui la tesi.
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DEFINIZIONE 4.2.6: Se ¢ € PS(V) e S € V, definiamo ortogonale di S:
St={weV|¢p(s)=0 VseS}

Osservazione: Rad(¢) = V+*.

PROPOSIZIONE 4.2.6: Siano S, T € V.
1) St & sottospazio di V
2) SC€T =>T+tcst
3) St = (Span(s))”
4) scstt
Siano U, W sottospazi di V.
5) (U+W)t=Uutnwt
6) Ut+wtcWUnw)t
Dimostrazione:
1) Verifica immediata.
) vET: = ¢p(w,t) =0 VEtET2S = ¢p(v,s)=0Vs€ES =vES
3) Poiché S € Span(s), per 2) ho che (Span(s))™ € S*.
Inoltrese v € S* = ¢(v,s) =0 Vs €S.
Mase S = {sq, ..., S}, allora:
gb(v,Zi-‘zl aisi) =Yk  ¢(v,s;) =0, da cui la tesi.
4) vES > ¢p(v,5) =0 Vs €S+ > vest,
5) veEU+W) © pvu+w)=0VuelUweW & ¢p(wu)+¢(v,w) =0 [S]
[E] p(v,u) =0A p(v,w) =0 VueUweW ovelUtnwi
dove il passaggio contrassegnato con [&]si ottiene ponendo prima u = 0 e poi w = 0.
6) vEUL+WL s v=v,+vy,convy EUt,vy EWLr 2VheUnW, ¢p(v,h) =
= ¢(vy + vy, h) = p(vy, h) + p(vy, ) =0+0=0 = v e U nW)t

Osservazione: Se W & sottospazio di V, allora W N W+ = Rad(¢|y,), poiché in W n W+ ci sono
i vettori di W ortogonali a tutti i vettori di W, cioe i vettori di Rad(¢|y).

Esempio: Sia 4 = (0 L

. 0) e W = Span(e;). Wt = Span(e;) = W NnW+* = Rad(¢|y) =

Span(e;).

PROPOSIZIONE 4.2.7: Se W ¢é sottospazio di V e W N Rad(¢) = {0}, allora:
dim(W+) = dim(V) — dim(W).

(Osservazione: Non & detto che W e W+ siano in somma diretta, nonostante abbiamo
dimensioni adeguate; un controesempio puo essere I’esempio precedente).
Dimostrazione:

Sia dim(W) = k e dim(Rad(¢)) = h.

Esiste una base B di V del tipo:

B = W1, s Wk, Vka1s o » Vneh» Vn—ha1r = Un (-
~———
base di W base di Rad(¢)
Allora:
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M, | M | O
A=Mg(p)=| M| M3 | 0
0| 0O
erk(A) =n—h.
Wt={weV|ip(w,w)=0VweW}={veV|p(w,v)=..=dp(w,,v) =0}
Infatti il contenimento € e ovvio, mentre I'altro segue dal fatto che ogni w € W si puo scrivere
come combinazione lineare dei w;.

Ora:
pw,v)=010 0 .. 0A4X

: ,con X = [v]p.
dw,v)=(0 .. 1 0 .. 04X

Dunque attraverso I'isomorfismo [ ] i vettori di W+ corrispondono alle soluzioni del sistema
lineare:
(I, | 0)AX=0.
=(M1|M3]| 0)

L, . (M | My
Poiché rk(A) = n — h, la matrice | 7 ———

M, | Ms

Allora lo spazio delle soluzioni del sistema (M;| M,| 0)X = 0 ha dimensione n — k e dunque
dim(W+') =n —k.

> é invertibile e dunque rk(M,| M;) = k.

COROLLARIO 4.2.8: 1) dim(W+) = dim(V) — dim(W) + dim(W n Rad(¢))
2) In generale dim(W*) + dim(W) = dim(V)
3) Se ¢ & non degenere, allora dim(W+) = dim(V) — dim(W)
4) ¢|w énondegenere &V =W @G W+
Dimostrazione:
1) SiaW = (W nRad(¢)) ® W;.
Allora W+ = W, infatti sicaramente W+ € W;' in quanto W; € W, e:
vEW: = dpv,w)=0VvYw eW, = ¢p(v,w) = p(v,wy + w'),wy € Rad(p),w' € W,
= ¢(v,w) =p(v,wy) + (v, w)=0+0=0 =2 vew
Inoltre W; N Rad(¢) = {0}, poiché:
{0} =Wy n (W n Rad(¢)) = (Wy n W) N Rad(¢) [=] Wy N Rad (),
dove il passaggio contrassegnato con [=] segue dal fatto che W; € W.
Per la proposizione precedente:
dim(W+) = dim(W) = dim(V) — dim(W;) = dim(V) — (dim(W) — dim(W n Rad(¢))),
da cui la tesi.
2) Segue dal punto 1).
3) Poiché Rad(¢) = {0} e per il punto 1) si ha la tesi.
4) ¢|w & non degenere & Rad(p|y) =W n W+ ={0}.
Dunque dim(W @ W+) < dim(V).
D’altra parte dim(W @ W) = dim(W) + dim(W+) > dim(V), dunque ho la tesi.

Osservazione: Se ¢ € non degenere, poiché U € U 1te dim(U) = dim (U ll), allora segue che

U = U*". Inoltre, sapendo che (U + W)* = U+ n W, se ¢ & non degenere segue che
U+ + W+ = (UNnW)* (con un ragionamento analogo al precedente).
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DEFINIZIONE 4.2.7: Se V. = W @ W+, la proiezione my,: V — W & detta proiezione ortogonale
sul.

Osservazione: Vv € V, v — my, (v) € W,

DEFINIZIONE 4.2.8: v € V si dice isotropo se ¢(v,v) = 0.
Denotiamo con J(¢) I'insieme dei vettori isotropi per ¢.

Osservazione: Se ogni v € V & isotropo per ¢, allora ¢ = 0 (per la formula di polarizzazione).
Osservazione: Se v non @ isotropo, quindi V = Span(v) @ Span(v)*, allora ogni w € V si scrive

come W = w; + W,, con w; € Span(v) e w, € Span(v)*.
Inoltre wy = ¢ - v, quindi w, = w — cv.

v,w
Il numero ¢ = —Z((];f) prende il nome di coefficiente di Fourier di w rispetto a v.
L dow)
Dunque 7Tl:;pan(v) (W) T pww) v.

DEFINIZIONE 4.2.9: Una base B = {vy, ..., v,} di V si dice ortogonale se ¢(v;,v;) = 0 Vi # j.
Osservazione: B e ortogonale & iz (¢) e diagonale.

PROPOSIZIONE 4.2.9: V¢ € PS(V) esiste una base di V ortogonale rispetto a ¢.
Dimostrazione 1:

Per induzione su n = dim(V):

Passo base): n = 1: ogni base & ortogonale.

Passo induttivo): Se ¢p(v,v) = 0 Vv € V, allora ¢ = 0 e quindi ogni base & ortogonale.
Altrimenti 3v,| ¢(vy,v,) # 0; allora V = Span(v;) @ Span(v,)*.

Per ipotesi induttiva 3{v,, ..., v, } base di Span(v,)* ortogonale per la restrizione di ¢ (e dunque
per ¢).

Allora {vy, ..., v, } & base di V ortogonale per ¢.

Dimostrazione 2 — Algoritmo di Lagrange:

Sia B = {vy, ..., v, } una base qualsiasi di V. Sia A = Miz(¢).

e Supponiamo [A];; = ¢(v4,v;) # 0, cioe v; € I(¢). Poniamo:

Vi = Vg3
r_ _ ¢ (v2.v1) I,
V2 = V2 Tyl Y
I _ ¢(vnv1)
Un = Un = 5 6run) V1

Allora ¢(vj', v;) =0 Vj=2eB ={v],..,v;}&unabase di V, infatti, se mettiamo i vettori
v; per colonna in una matrice, otteniamo:
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che ha evidentemente detM =1 # 0.
Inoltre abbiamo che:

* 0 .. 0

sy (° [ ¢

0
e Se[A];; = 0guardose 3j € {2,...,n}| [4];; # 0.

Se lo trovo, permuto la base B in modo che v; sia il primo vettore e procedo come prima.

Altrimenti:
e Se[A];; = 0 Vi cisono due casi:
a) ¢ énullo, quindi ogni base e ortogonale;
b) 3i # j| [Al;j = [Al;; # 0. In tal caso ¢ (v; + vj,v; + vj) = 2[A];; # 0.
Allora scelgo una base di V in cui v; + v; € il primo vettore e poi applico il primo
caso.
Dopo aver ortogonalizzato i vettori rispetto al primo, itero il procedimento sulla matrice C e
cosl via.

COROLLARIO 4.2.10: Ogni matrice simmetrica € congruente ad una matrice diagonale.

Osservazione: Sia B = {vy, ..., U, } una base ortogonale.
Siav = v +... ta,vy.
¢(v,v1) = a;¢ (v, v1), quindi, se v; & non isotropo, la coordinata di v; coincide con il
coefficiente di Fourier di v rispetto a v;.
Quindi, se ¢ e non degenere:
_ o) ’ N ¢ (v, vp) "
RICED) e ¢V, v) "
Inoltre, se W & sottospazio di V, dim(W) = k, ¢|, & non degenere (percui V=W @ W) e
{wy, ..., Wi} € una base ortogonale di W, allora:

_ d(v,wy) ¢ (v, wy) N
= —¢(W1’ W) wi+...+ —¢(Wk,wk) w,+z,zeW
Quindi:
P CAIV BN/ A

+—¢)(Wk’wk) Wy

d(wy,wy)

Osservazione: Sia V un C-spazio vettoriale, dim(V) = n, ¢ € PS(V), rk(¢p) =r.
Allora 3§ = {v,, ..., v, } base ortogonale di V tale che:
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aiq

Ms(d) = Grr

\ 0...0

v, v,
Jowiv)' ™ Jewrvp)’ Vr1soes Un}.

B é detta base ortogonale normalizzata per ¢ e:

I.| 0
@) = (o)

conag; #0 Vi<r.

SiaBz{

0]0

TEOREMA DI SYLVESTER COMPLESSOQ: Sia V un C-spazio vettoriale.

Allora (V, ¢) e (V,y) sono isometrici & rk(¢) = rk(¥)).

(Osservazione: Quindi il rango & un sistema completo di invarianti per I'isometria nel caso

K = C).

Dimostrazione:

(V,¢) e (V,y) sono isometrici & 3B, S basi di V| Mz(¢p) = Ms(@).

Poiché abbiamo visto nell’osservazione precedente che se rk(¢) = rk(y) allora 3B, S basi di

I,] 0
V|§m73(¢)=§m$(1/))=(0 | 0

), segue la tesi.

COROLLARIO 4.2.11: Tutti i prodotti scalari non degeneri su un C-spazio vettoriale sono
isometrici.

I10
COROLLARIO 4.2.12: Ogni matrice simmetrica complessa di rango r & congruente a ( Or : 0 ) e

dunque il rango & un invariante completo di congruenza su C.

Osservazione: Sia V un R-spazio vettoriale, dim(V) = n, ¢ € PS(V), rk(¢) =r.
Allora 3§ = {vy, ..., v} base ortogonale di V tale che:

a1
Ms(P) = Grr

0
cona; #0 Vi<r.

Supponiamo chea;; >0Oper1 <i<peq; <Operp+1<i<r.

. V1 Vp Up+1 Ur
Sia B ={ v ey U (-
V" Japy [Faprnern V=an YT

B ¢ detta base ortogonale normalizzata per ¢ e:

My (P) = —I_p

[0]
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DEFINIZIONE 4.2.10: Sia V un R-spazio vettoriale, ¢ € PS(V).

e ¢ si dice definito positivo (o negativo) se ¢(v,v) > 0 Vv # 0 (oppure ¢p(v,v) < 0 Vv # 0);
¢ si dice definito se e definito positivo o definito negativo;

¢ si dice semidefinito positivo (o negativo) se ¢(v,v) = 0 Vv (oppure ¢p(v,v) < 0 Vv);

¢ si dice semidefinito se ¢ semidefinito positivo o semidefinito negativo.

Osservazione: ¢ definito = ¢ non degenere; inoltre se W ¢ sottospazio di V e ¢ e (semi)definito,
allora ¢ |y, e (semi)definito.

DEFINIZIONE 4.2.11: ¢ Il numero i, (¢) = max{dim(W) |W ssv di V, ¢|, def.positivo}

prende il nome di indice di positivita;

e Il numero i_(¢) = max{dim(W) |W ssv diV, ¢|y def.negativo} prende il nome di indice
di negativita;

e Il numero iy(¢p) = dim(Rad (d))) prende il nome di indice di nullita.

Osservazione: Questi tre numeri sono invarianti per isometria, poiché le isometrie mantengono
il prodotto scalare e dunque anche i segni dei prodotti scalari.

DEFINIZIONE 4.2.12: La terna o(¢) = (i, (¢),i_ (), io(¢)) & detta segnatura di ¢.

TEOREMA DI SYLVESTER REALE: Sia V un R-spazio vettoriale, dim(V) = n, ¢ € PS(V).
Sia B una base ortogonale di V tale che:
P

Mp(P) =
[0]

Allorap =i, (¢p) eq =i_(¢).
Dimostrazione:
Sia B = {vl, s Ups Upgts s Vprqr Uprq+1s ...,vn}.
La restrizione di ¢ a Span(vy, ..., v,) & definita positiva, dunque i, (¢) = p.
Sia ora W un sottospazio di V tale che dim(W) =i, (¢) A ¢|y & definito positivo.
SiaZ = Span(vp+1, ...,vn). Dunque Vz € Z, z = Qpy1Vpy1t+... +ap Uy,
¢(z,2) = —a?H_l—. ..—a514 < 0, dunque ¢|, & semidefinito negativo.
Notiamo che W N Z = {0}, infatti, se v € W N Z, allora ¢(v,v) = 0 A ¢(v,v) < 0, quindi
¢(v,v) =0, cioé v = 0 perché v € W ed essendo W definito positivo il suo unico vettore
isotropo é il vettore nullo.
Allora esiste W @ Z sottospazio di V, per cui dim(W @ Z) = dim(W) + dim(Z) < dim(V) = n,
ossia iy (¢p) +n—p < n,cioe i, (¢) <p.
Segue dunque che i, (¢p) = p e con questo che i, (¢) non dipende dalla scelta della base.
Poiché p + q = rk(¢) e i, (¢p) + i_(¢p) = rk(¢), allora q = i_(¢), da cui la tesi.

COROLLARIO 4.2.13: Se K = R, (V, ¢) e (V,4) sono isometrici & a(¢p) = a(y), cioe la
segnatura e un invariante completo di isometria nel caso K = R.
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COROLLARIO 4.2.14: A,B € S(n,R) sono congruenti & oc(A) = ag(B), cioeé la segnatura & un
invariante completo di congruenza nel caso reale.

DEFINIZIONE 4.2.13: V K-spazio vettoriale, ¢ € PS(V). Una base B di V si dice ortonormale
perp & Mz(p) =1.

Osservazione: Se K = C Juna base ortonormale per ¢ < ¢ & non degenere.
Se K = R 3Juna base ortonormale per ¢ < ¢ e definito positivo.

DEFINIZIONE 4.2.14: Sia A € S(n, R). A si dice definita positiva (negativa) se tIXAX >
0 (*XAX < 0) VX # 0.
Sia A € §(n, R). A si dice semidefinita positiva (negativa) se ‘XAX > 0 (‘XAX < 0) VX.

Osservazione: A & definita positiva & 4: (X,Y) — *XAY ¢& definito positivo.
Analogamente se ¢ definita negativa.

Osservazione: A & definita positiva < A & congruente a I & 3M € GL(n,R)| A = ‘MM (dunque
det(A) = det(*MM) = (det(M))? > 0).

DEFINIZIONE 4.2.15: A € §(n,R). V1 < i < n si definisce i-esimo minore principale M;(4) il
minore formato dalle prime i righe e dalle prime i colonne.

CRITERIO DEI MINORI PRINCIPALI: A € §(n, R).

A & definita positiva & det(Ml- (A)) >0 Vi.

Dimostrazione:

=) M;(A) ¢é la matrice associata alla restrizione di ¥, al sottospazio Span(ey, ..., ¢;). Tale
restrizione € definita positiva e quindi det(Ml- (A)) >0 Vi.

<) Per induzione su n:
Passo base): n = 1: ovvio.
Passo induttivo): Per ipotesi tutti i minori principali della matrice M,,_;(A) hanno
determinante positivo.
Allora per ipotesi induttiva la restrizione di 4 a Span(ey, ..., e,_1) & definita positiva e
quindi i, (Y,) =n—1.
Allora, se i, (y4) = n — 1, esisterebbe per Sylvester una base B tale che:

Mp(Py) = I

-1
e det(Mp(¥,)) = —1 < 0, assurdo, quindi i, (1,) = n, cioe A & definita positiva.

PROPOSIZIONE 4.2.15: Le trasformazioni di base con l'algoritmo di Lagrange nel caso in cui il
vettore non sia isotropo non alterano i determinanti dei minori principali.

Dimostrazione:
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A=Mzg(Y) ——— A" =My Y); B = {vy, ..., 1}, B' = {vy, ..., v }.

trasf.di base

1 * * *
0 1 0 0
M= Myp(id)y=[0 0 1 -
P 0
0 00 1/

Notiamo che A’ = ‘M AM; sia inoltre W), = Span(vy, ..., vy).

Allora Ay, = My, vy (Ylw, ) Wi = Span(vy, ..., vy,) e Wiyt ot wr,my (G4 = M.
Quindi A, = My A M.

Ma det(M,) = 1 Vk, quindi Dy, = det(4}) = det(A4y) - (det(M;))? = det(4;) = Dy, tesi.

CRITERIO DI JACOBI: A € §(n,R), rk(A) = r. Supponiamo che D; # 0 Vi <.
Allora 3T triangolare superiore, det(T) = 1, tale che:
D,

D,

D,

TTAT = D,

0

Dimostrazione:
D, # 0 = [A]{; = D; # 0, quindi posso effettuare una trasformazione di base.
A" = 'tMAM, M triangolare superiore, det(M) = 1.

D, 0 -0
!
Aa=0 %2
0 * *
: : . e e D
Ma si conservano i determinanti dei minori principali = D, = Dj = D, - a3, = a3, = —.
D
1
, D D D
Itero perché -2 # 0 = aj3- 2Dy = D3 =Di = aj3 =
1 1 2

1o Dkx Dz opo 1 Dk
In generale a;,, b D, D; =D, = ay e
Quindi, chiamando A la matrice A dopo 7 trasformazioni di base:
A=MM,_, ..'M;AM; ..M, = *(M, ... M,)AM; ...M,.,

quindi se T = M, ... M,, allora T & la matrice cercata, in quanto é triangolare superiore (perché

prodotto di matrici triangolari superiori) e ha det(T) = det(M, ... M,.) = 1.

COROLLARIO 4.2.16: Si deduce il criterio dei minori principali.

Dimostrazione:

4o .. D D
Y & definito positivo & D; > O,D—2 >0,..,7 -
1

>0 ©D,>0,..,D, >0.
r—1

COROLLARIO 4.2.17: 4 & definita negativa < D; < 0,D, > 0,D3 <0, ...
Dimostrazione:

) & definito negativo & D; < 0,22 < 0,...,=2~< 0 & D, < 0,D, > 0,D; <0, ..

1 r—1
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DEFINIZIONE 4.2.16: (P, ) si dice piano iperbolico se P e uno spazio vettoriale di dimensione
2 e Y & un prodotto scalare di P non degenere per cui esiste un vettore isotropo non nullo.

PROPOSIZIONE 4.2.18: (P, ) piano iperbolico, v # 0 isotropo. Allora v si estende ad una base

B = {v,w} di P tale che Mz () = (2 (1)) (B ¢ detta base iperbolica).
Dimostrazione:
Sia § = {v, z} una base di P. Allora Ms(Y) = (2 Z)

Y non degenere = a # 0.

Ora cerco A, u|w = Av + uz, B = {v,w} siabase di P e Mz (y) = ((1) é)

Notiamo che B ¢ base & u # 0.
Y(,w) =Y, v + uz) = pa; Y(w,w) = Y(Av + uz, Av + uz) = 2ua + u?b.

Allora M3z (Y) = ((1) é) =

2Aua + u?b A=-2"1pu? = —b(2a?)"V
Poiché abbiamo trovato tali 4, 4, ho la tesi.

Osservazione: Se (P, ¢) & un piano iperbolico, allora o(¢p) = (1,1,0). Infatti sia {v, w} una base

iperbolica per (P, ¢).Sia § = {v%v, %

Ms(P) = (é _01)

}, che quindi e base di P. Si puo facilmente vedere che:

da cui segue che o(¢) = (1,1,0).
DEFINIZIONE 4.2.17: (V, ¢) si dice anisotropo se I/ non contiene vettori isotropi non nulli.

PROPOSIZIONE 4.2.19: V K-spazio vettoriale, ¢ prodotto scalare non degenere. Allora:
1) Se K =C, (V,¢) & anisotropo & dim(V) = 1;
2) Se K =R, (V,¢) ¢ anisotropo & ¢ ¢é definito.
Dimostrazione:
1) «) Ovvio.
=) Se per assurdo dim(V) > 2 e B = {v, ..., v, } € una base di V| Mz (¢p) = I, allora
¢, +ivy,v; +iv,) =1 —1 = 0 e dunque v, + iv, € I(¢), assurdo.
2) <) Ovvio per definizione.
=) Se per assurdo ¢ non ¢ definito, 3B = {vl, e s Upy Upg 1 wee vn} base di V tale che

I
Mz(P) = ( — ) Allora ¢(vy + Vpy1, v + Vpy1) = 1 — 1 = 0, assurdo.
n-p

Notazione: Denoteremo con W; @+ W, la somma diretta ortogonale di W, e W,, che sta ad
indicare la somma diretta dei sottospazi W, e W, tali che ¢p(wy,w,) =0 VYw; € W;,w, € W,.
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FORMA NORMALE DI WITT: Sia (V, ¢), ¢ non degenere.
Caso 1): K = C.
a) dim(V) =n = 2m.
Sappiamo che 3B = {vy, wy, ..., Uy, Wy} base di V| Mz (¢p) = 1.
Allora EIR{UJ.,W].} (¢|Span(vj’wj)) = ((1) (1)) e vj + iw; & isotropo, dunque
P = Span(vj, Wj) € un piano iperbolico e:
V=P &.&'8,
detta decomposizione di Witt di V.
Prendendo una base iperbolica in ogni P;, 3 base di V tale che:

0 1
1 0

Ms () = | |,

= o
S
~—_

detta forma normale di Witt di V.
b) dim(V) =n=2m+ 1.
Con un procedimento analogo al precedente si trova la decomposizione di Witt:
V=P @..0tP, ®* Span(2),
Inoltre come prima 3§ base di V|
0 1
o \

Ms () = ,

= o

S -

che e la forma normale di Witt di V.
Caso 2): K = R.
1) i,(¢) <i_(@).Siap = ir ().
Allora 3B = {vl, ey Up, Wy, ...,Wn_p} base di V/|
(" e)
Mp(P) = :
Si definisca P; = Span(vj,wj) VieA = Span(wp+1, ...,Wn_p). Allora P; & un piano
iperbolico Vj e ¢, € definito negativo; inoltre:
V=P & .0 "B ®" 4
che e la decomposizione di Witt di VV e 35 base di V|

(= \

Ms(d) =

=]

O

che é la forma normale di Wittdi V.

2) i(¢) <iv(P).

E del tutto analogo al caso precedente, tranne che ¢|4 & definito positivo.
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In generale:

DEFINIZIONE 4.2.18: Se ¢ ¢ non degenere, si chiama decomposizione di Witt di (V, ¢) una
decomposizione:

V=r @ .0 P ] A
dove ogni P; ¢ un piano iperbolico e ¢|,4 € anisotropo.

Dunque, grazie a quello che abbiamo visto, segue:

TEOREMA 4.2.20: Se K = C V K = R e ¢ e non degenere:

dpiani i 2

1) SeK=Cedim(V)=2m = {Apfn{%}merbollcz "

#piani iperbolici = m
dim(4) =1

#piani iperbolici = min(i, (¢),i_(¢))
¢|4 € definito

2) SeK = Cedim(V) = 2m + 1 =>{

3) Se]K=IR:{

Osservazione: Da questo teorema segue che sia nel caso complesso sia in quello reale, il numero
dei piani iperbolici € invariante per isometria.

DEFINIZIONE 4.2.19: ¢ € PS(V). Si definisce indice di Witt di (V, ¢) il numero naturale
w(¢p) = max{dim(W) |W essvdiV,¢|, = 0}.

Osservazioni: 1) w(¢) = 0 < ¢ é anisotropo;

2) w(¢) é invariante per isometria;

3) Se ¢ non degenere, w(¢) < dimT(V)

Dimostrazione:
Sia W un sottospazio di V tale che dim(W) = w(¢) A ¢|y = 0.
Allora 3B base di V|
o | A
Mp(p)=|ta | ¢
W\q(:ﬁ?) n—mdﬂ
Quindin =71k(¢) < (n—w(¢)) + (n—w(¢)) = n = 2w(¢), da cui la tesi.
=max(rk(t4|C)) =max(rk(4))
4) SeV =P, @t ..H* P, ®* A& una decomposizione di Witt, allora h < w(¢).
Dimostrazione:
Se {vj, Wj} ¢ una base iperbolica per P}, allora Z = Span(vy, ..., v,) & un sottospazio di V|
dim(Z) = he ¢|; = 0, dunque w(¢) = h.

TEOREMA 4.2.21: Sia (V, ¢), ¢ non degenere, dim(V) = n. Allora:

n

1) Sek=C w(¢)=[2]:

2) Se K =R, w(¢) = min(iy(¢),i_(¢)).

Dimostrazione:
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1) Se K = C, abbiamo visto che V = P, @+ ... D+ P[g] DL A, condim(4) < 1.
2

2
2) SiaV =P, @t ..0t P, &+ A una decomposizione di Witt di V.
Vogliamo provare che m = w(¢), ma per I'osservazione 4), m < w(¢).

Allora, per le osservazioni 3) e 4), abbiamo che [n] <w(¢p) < g > w(¢p) = E]

Supponiamo per assurdo che m < w(¢).

Sia Z sottospazio di V tale che dim(Z) = w(¢) e ¢|, = 0.

¢| 4 & definito, supponiamo che sia definito negativo (altrimenti la dimostrazione e analoga).
Allora 3W sottospazio di V tale che dim(W) = n — m e ¢|, & definito negativo (ad esempio
W =A@ Span(wy, ..., wy,), con w; € P;| p(w;,w;) < 0).

Poiché dim(Z) + dim(W)>n =ZnW {0} >3v+0,veZnW.

Ma ¢(v,v) = 0in quanto v € Z e ¢(v,v) < 0 in quanto v € W, assurdo.

Quindi abbiamo mostrato che tutte le decomposizioni di Witt in V' contengono lo stesso
numero di piani iperbolici, in particolare w(¢) piani iperbolici.

Poiché abbiamo trovato una decomposizione di Witt di VV con min(i+ (), i_ ((;b)) piani
iperbolici, segue la tesi.

DEFINIZIONE 4.2.20: Definiamo segno di (V, ¢), con ¢ definito, il numero sgn(V) che ¢ 1 se
(V, @) e definito positivo, —1 se & definito negativo.

COROLLARIO 4.2.22: V R-spazio vettoriale, ¢ non degenere.

La coppia (w(¢), sgn(¢|4)) & un sistema completo di invarianti per isometria su R.

Dimostrazione:

Sappiamo che w(¢) = min(i+ (p),i_ (qb)), inoltre:

o sesgn(ep|y) =1 =i, (¢) =i_(¢) (questo segue facilmente dalla dimostrazione della forma
normale di Witt);

o sesgn(¢l) =—-1 =i,(p) <i_(¢).

Dunque la conoscenza di (w(¢), sgn(¢|,)) porta immediatamente alla conoscenza di

(i+(¢), i_(gb)). Da questo segue la tesi.

PROPOSIZIONE 4.2.20: Se V = Rad(¢) @ U, allora w(¢) = dim(Rad(¢)) + w(|y).

Dimostrazione:

Sia Z sottospazio di U tale che dim(Z) = w(¢|y) e p|; = 0.

Allora ¢|zqraace) = 0, quindi w(¢) = dim(Rad(¢)) + w(@|y).

Supponiamo per assurdo che w(¢p) > dim(Rad(qb)) + w(p|y).

Allora sia H sottospazio di V tale che dim(H) = w(¢) e ¢|y = 0.

Allora H N U & un sottospazio di U in cui ¢ si annulla, quindi:

w(p|y) = dim(H N U) = dim(H) + dim(U) — dim(H + U) >

> (dim(Rad($)) + w(¢ly)) + dim(U) — dim(H + U) =
= dim(V) + w(¢|y) — dim(H + U) = w(d|y),

assurdo.
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4.3 ISOMETRIE

PROPOSIZIONE 4.3.1: V spazio vettoriale e ¢ € PS(V), f € O(V, ¢).

Se W & sottospazio di V tale che f(W) € W, allora f(W*) € W+,

Dimostrazione:

Essendo f isomorfismo, ho che f(W) = W.

Allora,sew € W,y e W| f(y) = w.

La tesi & mostrare che Vx € W+, f(x) € W1, cioé che Vx € WL, vw € W, ¢(f(x),w) = 0.
Ora:

d(f (), w) = ¢(f(x), f()) = (x,¥) = 0, da cui la tesi.

Osservazione: Sia ¢ € PS(V) non degenere. Se v € V € non isotropo, allora:
V = Span(v) @ Span(v)*
vweV,w=cw) v+ w—c(w)- v).

Se c(w) = (Z)((V::)), alloraw — c(w) - v € Span(v)*.

Poniamo z(w) = w — c(w) - v. Allora w si scrive in modo unico come w = c(w) - v + z(w),
conc(w) - v € Span(v) ew — c(w) - v € Span(v)*.

DEFINIZIONE 4.3.1: Definiamo riflessione parallela a un vettore v I'applicazione
PV - V] plw) = p(c(w) v+ Z(W)) =—c(w) v+ z(w).

DEFINIZIONE 4.3.2: Definiamo luogo dei punti fissi di un’isometria f I'insieme
Fix(f) ={v e V|f(v) = v}.

PROPOSIZIONE 4.3.2: p2 = id e p, € O(V, ¢).

Dimostrazione:

Che p2 = id & evidente; inoltre p,, & sicuramente un isomorfismo.

Con una semplice verifica si vede che ¢(p, (W), p,(W5)) = @ (wy, wy).

Osservazione: p,(v) = —v e Fix(p,) = Span(v)*.

TEOREMA 4.3.3: ¢ € PS(V) non degenere. Allora O(V, ¢) & generato dalle riflessioni, cioé ogni
f € 0(V, ¢) e composizione di un numero finito di riflessioni parallele a vettori non isotropi.
(Osservazione: Conveniamo che id e composizione di 0 riflessioni).
Dimostrazione:
Per induzione su n = dim(V):
Passo base): n = 1: V = Span(v), con v non isotropo perché ¢ non degenere.

Sia f € O0(V, ). Allora f(v) = Av, 1 # 0.

$(f ), f(v) = R2p(v,v) = 1 = +1.

Sed=1 = f =id, che & composizione di 0 riflessioni.

SeA=-1=f()=-v=p,w) = f = p,, poiché coincidono su una base.
Passo induttivo): Sia w € V non isotropo.

Caso 1): f(w) = w.

In questo caso per la prima proposizione si ha che f(Z,,) = Z,, con
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Z,, = Span(w)*, quindi posso applicare I'ipotesi induttiva a f|z, e ¢|z,.
Allora 3py, ..., py riflessioni di Z,,| f|z, = Py © ... © Pk.
Ogni p;, si estende ad una riflessione p; di V (parallela allo stesso vettore)
ponendo p;(w) = w. Allora f = p; © ...o p, da cui la tesi.

Caso 2): f(w) # w.

Notiamo che w =

fwtw _ f(wz)_w. Inoltre f(w) + we f(w) — w sono

2
ortogonali e non contemporaneamente isotropi, infatti:

d(f W) +w, f(w) +w) =2¢(w,w) + 2¢(f (W), w)
d(f W) —w, f(w) —w) = 2¢(w,w) — 2¢(f (W), w).
Se fossero entrambi isotropi, sommando avremmo che 4¢p(w, w) = 0, cioe
w isotropo, assurdo. Quindi:
Se f(w) —w = u & non isotropo, allora:
pu(W) = py, _f(WZ)—w n f(W2)+w _ f(WZ)—W + f(W2)+W = f(w),
eSpan(u)  €Span(uw)t
quindi, applicando p,, a entrambi i membri, (p, ° f)(W) = pZ(w) = w.
Dunque w & punto fisso per p, © f.
Allora, per il caso 1), 3py, ..., p di V tali che
puof =pio..opgepercidpiof =f=p,opo..op
Se invece ¢ f(w) + w = u a essere non isotropo, possiamo comunque
ricondurci al caso precedente in quanto —u = (—f)(w) — w.
Dunque 3p, ..., pi riflessioni tali che
—f =po°..copg.
Ma f = (—f) o (—id), quindi se {v;, ..., v,} & una base ortogonale per V:
—id = py, ©..opy ,
poiché ciascuna riflessione cambia di segno la coordinata corrispondente.
Dunque f = p;, © ..o py © pg e ... Py, da cui la tesi.

LEMMA 4.3.4: (V, ¢) anisotropo, f € 0(V, ¢).

Se Fix(f) = {0}, allora Jp riflessione tale che dim(Fix(p ° f)) =1.

Dimostrazione:

Siaw € V,w # 0. Per ipotesi f(w) # w.

(V, ¢) anisotropo = u = f(w) — w & non isotropo.

Come provato prima, (p, o f)(w) = w, cioe w € Fix(p, ° f) e quindi dim(Fix(pu ° f)) > 1.
Proviamo che Fix(py ° f) 0 f~1(Z,) = {0}, con Z,, = Span(u)*.

Infatti p |z, = id, quindi (py, © f)|f-1(z,) = flf-1(z,) € poiché f non ha punti fissi, a maggior
ragione non li ha f|-1.5 .

Percid Fix(py, o f) N f~(Z,) = {0}, e poiché dim(f~(Z,)) = n— 1 (in quanto f &
isomorfismo), per la formula di Grassmann dim(F ix(pyof )) <1, tesi.

TEOREMA 4.3.5: (V, ¢) anisotropo, dim(V) = n. Allora ogni f € O(V, ¢) & composizione di
n — k riflessioni, dove k = dim(Fix(f)).
Dimostrazione:
Se k = n, allora f = id, quindi f é composizione di 0 riflessioni,e n — k = 0.
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Se k < n, allorasia H = Fix(f)*, cosiV = Fix(f) @+ H.

Allora dim(H) = n — k, H & f-invariante (poiché f(Fix(f)) C Fix(f)), fly € O(H,p|y) e
O(H, ¢|y) & anisotropo.

Inoltre evidentemente Fix(f|y) = {0}.

Per il lemma Ju € H tale che, detta p,, la riflessione in H parallela a u, si ha che
dim(Fix(py © fly)) = 1.

Py si estende naturalmente alla riflessione p,, di V, ponendo p, (W) =w Vw ¢ H.

Allora Fix(f) € Span(u)* = Fix(p,,), infatti:

vVEFix(f)»>veéH = p,(v) =v = v E Fix(py).

Quindi Fix(f) @ Fix(py © f|y) € Fix(py ° f), in quanto ovviamente Fix(f) S Fix(p, o f) e
Fix(By © flu) € Fix(p, © f) e Fix(f) 0 Fix(5y o f|) € Fix(f) 0 H = {0}.

cH
Inoltre vale l'uguaglianza Fix(f) @ Fix(p, ° f|y) = Fix(p, © f), infatti sia x € Fix(p, © f).
Scrivox = a+ b, con a € Fix(f) e b € H; allora:

x=(puofHx)=(pyof)a)+ (py°of)b)=a+ (p,° f)(b), ma per la scrittura unica
b= (p,°f)b) =be€Fix(p,°fl|y),inquantob € H.

Allora dim(Fix(p, © f)) = k + 1.

Iterando, trovo che 3p4, ..., p—x riflessioni tali che dim(Fix(pn_k ©..0py0 f)) = n, quindi

Pnk©..opiof =id,dacuif =pjo..0opy .

4.4 AGGIUNTO

DEFINIZIONE 4.4.1: Sia ¢ € PS(V).Vy € Vsia¢,:V > K| v = ¢, (v) £ ¢(v,y).
Osservazione: ¢,, ¢ lineare, quindi ¢, € V",

DEFINIZIONE 4.4.2: Definiamo Fy:V = V*| y = ¢,.

PROPOSIZIONE 4.4.1: 1) F ¢ lineare;

2) Ker(F¢) = Rad(¢);

3) Im(F¢) = Ann(Rad(gb));

4) Fy € unisomorfismo < ¢ € non degenere.

Dimostrazione:

1) Semplice verifica.

2) yE€ Ker(F¢) © ¢,=0 ¢,(x)=¢(x,y)=0Vx €V ©y€ERad(¢).

3) Im(F¢) c Ann(Rad(¢)), infatti Vy € V, Fo(y) = ¢y € Ann(Rad(¢)), perché
Vx € Rad(9), ¢, (x) = ¢(x,y) = 0.
Inoltre dim (Im(F¢)) = dim(V) — dim (Ker(F¢)) = dim(V) — dim(Rad(¢)) =

= dim (4nn(Rad(¢))).
4) Ovvia per quanto visto nei punti precedenti (infatti se ¢ non degenere, allora
Ker(Fy) = Rad(¢) = {0} e Im(Fy) = Ann(Rad(¢)) = V).
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DEFINIZIONE 4.4.3: g € V* & detto ¢p-rappresentabile se g € Im(F¢) (ossia se 3y € V tale che
g = Fy(y), ossiase Iy € V tale che g(x) = ¢(x,y) Vx €V)

TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE DI RIESZ: Se ¢ & non degenere, ognig € V* &
¢-rappresentabile in modo unico (cioé Ay € V| g(x) = ¢p(x,y) Vx € V).
Dimostrazione:

Segue dal fatto che Fy € un isomorfismo.

Osservazione: Grazie alla teoria del duale, avevamo trovato un isomorfismo canonico fra V e
V**, mentre ora, grazie al teorema di rappresentazione di Riesz, abbiamo trovato un
isomorfismo canonico Fy fraVeVl™.

Osservazione: Sia W™ un sottospazio fissato di V*.

W* coincide con l'insieme dei funzionali ¢-rappresentabili & W* = Im(F,) = Ann(Rad(¢)).
Dunque se W* = Ann(S), cioe S = Ann(W™) (grazie all'isomorfismo canonico 1y ), allora

W* = Im(Fy) < S = Rad(¢).

PROPOSIZIONE 4.4.2: Siano U, W sottospazi di V. Allora:
1) Ann(U + W) = Ann(U) n Ann(W);
2) Ann(UnNW) = Ann(U) + Ann(W).
Dimostrazione:
1) QQUCSU+W = Ann(U + W) € Ann(U) e analogamente Ann(U + W) < Ann(W).
Dunque Ann(U + W) € Ann(U) N Ann(W).
2)Sia f € Ann(U) N Ann(W); flu+w)=f(w)+fw)=0+0=0 VvueU,weWw,
dunque f € Ann(U + W).
2) Ann(Ann(U) + Ann(W)) = Ann(Ann(U)) n Ann(Ann(W)) = U N W.
Passando all’annullatore:
Ann (Ann(Ann(U) + Ann(W))) = Ann(U) + Ann(W) = Ann(U N W), da cui la tesi.

Esempio: V = R®. In V* si considerino:
filx) = x1 + x5 + x3 + x4 + x5;
f2(x) = x1 4+ x5 — X3 — X4 — Xs;
f3(x) = x1 + x5 + 3x3 + 3x, + 3xs;
e sia W* = Span(fy, f2, f3)-
Si costruisca in V un prodotto scalare ¢ tale che W* sia il sottospazio dei funzionali
¢-rappresentabili.
Dimostrazione:
Cerco ¢ € PS(V) tale che W* = Ann(Rad(¢)).
Vediamo che (2f; — f,)(x) = f3(x) Vx € V, quindi W* = Span(fy, f>)-
Allora, grazie all'isomorfismo canonico y:
Ann(W*) = Ann(Span(f, ) = Ann(Span(f;) + Span(f,)) = Ann(f;) 0 Ann(fy) =

= Ker(f1) N Ker(f3)
{x1+x2+x3+x4+x5 :O {x1+x2+x3+x4+x5 = 0 {xg = _x4_x5

_ uindi:
X1 +Xp —xX3—X4—x5=0 X3+ x4 +x5=0 x, =—x; 4
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(1)
S=Span| | 0 [,| -1 |[,] =1 |1
Vo) \o/ \s
0o/ \o/ \1 /
=V =V2 =V3
Dunque S = Ann(W™) = Rad(¢), percio costruisco ¢ € PS(V)| Rad(¢p) = Span(vy, v, v3).

Completo vy, v, V3 a base B = {vy, v, v3, Wy, w,} di V. Ad esempio w; = ey, w, = es.
Ottengo la tesi con:

00000\
000 0 O
Mz(dp)=[0 0 0 0 0]
00010/
000 0 1

PROPOSIZIONE 4.4.3: Sia U sottospazio di V. Se ¢ & non degenere, allora Fy (U LY = Ann(U).
Dimostrazione:
Sicuramente F,(U+) € Ann(U), poiché Vy € U, Vu € U, ¢, (u) = ¢(y,u) = 0.

Inoltre dim (Fy(U)) = dim(U+) = dim(V) — dim(U) = dim(Ann(0)), da cui la tesi.

PROPOSIZIONE 4.4.4: V¢ € PS(V) non degenere, Vf € End(V), 3f*:V = V tale che
d(f(x),¥)) = ¢(x, () Vx,y €V.

Dimostrazione:

Fissiamo y € V.

Poniamo inoltre g(x) = ¢(f(x),y); g(x) & evidentemente lineare, cioé g(x) € V*.
Dunque per il teorema di rappresentazione di Riesz 3'w € V| g(x) = ¢p(x,w) Vx € V.
Quindi ¢(f(x),y) = p(x,w) Vx € V.

Poiché w dipende da y, poniamo w = f*(y).

Dunque & ben definita I'applicazione f*:V = V| ¢(f(x),y)) = ¢(x, f*(y)) Vx,y € V.

DEFINIZIONE 4.4.4: L’applicazione f* trovata e detta 'aggiunto di f rispetto a ¢.

PROPOSIZIONE 4.4.5: 1) f* e lineare;
2) f** = f, cioé & un’involuzione;
3) Ker(f) = (Im();
4) (") = (Ker(f)s
5) SeBébasediV,A =Mz(f), A = Mz(f*), M = Mz (), allora A* = M~1LAM.
Dimostrazione:
1) Vx,y,,y, €V siha:
o(x, f 1 +32)) = ¢(F (), 1 +y2) = (f (), 1) + ¢(f (), y2) =
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=¢(x, 1) + o (x, f*(r2) = d(x. £ ) + f*(32)).
Quindi ¢(x, f* (1 +y2) — f* ) — f*(¥2)) =0 Vx €V =
= (x'f*(% +y2) = (y1) _f*(YZ)) € Rad(¢) ={0} = "1 +y2) =) + () .
Analogamente per il multiplo = tesi.
v,y €V, o(f(x),y) = p(x, £ ) = d(f* (), %) = d(y, £ (X)) = o (f*" (), ).
Quindi come prima f(x) — f*"(x) € Rad(¢) = {0}, da cui la tesi.
C)Siav € Ker(f*). Allora Vf(w) € Im(f), ¢(v,f(w)) =¢(f*(v),w)) = ¢p(0,w) = 0.
2) Sia v € (Im(f))". Allora Vw € V, ¢(f*(v),w)) = (v, f(w)) = 0, quindi

f*(v) € Rad(¢p) = {0}, da cui v € Ker(f*)
Dalla 3) segue che Ker(f*") = (Im(f *))l; applicando I'ortogonale si ottiene la tesi.
Poiché Vv,w € V, ¢(f(v),w) = qb(v,f*(w)), allora:
EXTAMY = 'XMA*Y vX,Y € K".
Poiché vale VX,Y € K", allora ‘{AM = MA*.
Ma ¢ non degenere = M invertibile = A* = M~1'AM.

Osservazioni: 1) Se 3B base ortonormale, A* = ‘A.

2)

I1 diagramma:

commuta, cioé Fy o f* = 'f o F,, Infatti Vv,x € V:

(F o @00 = Fy(f* @) () = $(F*(v), );

(*f o Fp) @) () = (*f(¢))(x) = (¢y © () = dp(f (), v) = ¢(f* V), x).

Da questo si ricavano di nuovo i punti 3) e 4) della proposizione precedente, infatti:

Ker(f*) = Ker(Fg' o 'f o Fy) [E]Ker(F" o 'f ) [E1 Fy ' (Ker(*f)) = Fg (Ann(Im(f)) =
= (Im(P)",

dove i passaggi contrassegnati con [=] derivano dal fatto che Fy ¢ un isomorfismo.

Analogamente per Im(f™).

Y: (x,y) = ¢(f(x),y) & un prodotto scalare & Vx,y, ¢(f(x),y) = ¢(f(¥),x),

ciot & ¢(x, f* (1) = ¢(x, f()) ossia & f*(¥) = f(¥) € Rad(¢) = {0} & f* = f.

DEFINIZIONE 4.4.5: f € End(V) si dice autoaggiunto & f = f*.

Osservazione: Supponiamo che 3B base di V ortonormale. Allora:
f € autoaggiunto © Mz(f) = t(img(f)) o Mp(f) € s(n, K).
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4.5 SPAZI EUCLIDEI

DEFINIZIONE 4.5.1: (V, ¢) si dice spazio euclideo se V e un R-spazio vettoriale e ¢ & definito
positivo.

Esempi: 1) (R%,{,)), con (X,Y) = *XY, cioe il prodotto scalare standard su R";
2) (M(n,R),d), con ¢(4,B) = tr(*AB).
Infatti ¢(A4,A) = tr(*AA) = XL, X7-4[A]l; > 0se A # 0.

DEFINIZIONE 4.5.2: Sia (V, ¢) spazio euclideo. Si definisce norma su V 'applicazione

11V = R| vl = y¢@,v).

PROPOSIZIONE 4.5.1: Valgono le seguenti proprieta:

) |lv=0VveVel|v]|=0 ©v=0;

2) VAeER Vv eV, |[Av] = |A] - |[v];

3) vo,w eV, |pw,w)| <|lv| - |lw|l (disuguaglianza di Schwarz);

4) vo,w €V, |lv+wl| < |lv|| + |lw|l (disuguaglianza triangolare).

Dimostrazione:

1) Ovvia.

2) 11wl = Vo, ) = V2@, ) = 4] - [Ivll.

3) Sev=0Vw =0 latesi & ovvia.
Altrimenti ¢(tv + w, tv + w) > 0Vt € R, cioe t2¢p(v,v) + 2tp(v,w) + p(w,w) = 0 Vt.
Quindi il discriminante dell’equazione di secondo grado & < 0, cioe:
d(v,w)? — dp(v,v) - p(w,w) < 0, da cui la tesi.

4) llv+wll? =¢@+w,v+w) =9¢wv) + 20w, w) + dpw,w) [S]IIVII* + 2|l - Iwll +
+wll? = (vl + llwlD?,
dove il passaggio contrassegnato con |<|segue da 3).

DEFINIZIONE 4.5.3: Una applicazione d: V X V — R si dice distanza se verifica le proprieta:
1) d(x,y) =20 Vx,y€eV;

2) dlx,y) =0 & x=y;

3) d(x,y) =d(y,x) Vx,y €V;

4) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) Vx,y,z€ V.

DEFINIZIONE 4.5.4: Definiamo d:V XV — R| d(x,y) = |[x — y|I.
Osservazione: L’applicazione d appena definita & una distanza.

Osservazione: In uno spazio euclideo non esistono vettori isotropi non nulli. Gia sappiamo che
in ogni spazio euclideo esistono basi ortonormali. Se B = {v, ..., v,,} & ortonormale, allora B
induce una isometria [ |g: (V, ) = (R",(,)) data da:

¢(U, vl)
vo[v]lg = < : )
d (v, vn)
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Osservazione: Per trovare una base ortonormale in uno spazio euclideo si puo procedere
applicando a una qualsiasi base dello spazio I'algoritmo di Lagrange e poi normalizzare.
Esiste pero un metodo piu rapido:

METODO DI ORTONORMALIZZAZIONE DI GRAM-SCHMIDT: B base di (V, ¢) euclideo.

b (v2,v1) _
Soevn UL Allora ¢ (v, v5) = 0.

Inoltre Span(vy,v,) = Span(vy, v3) e vy, v; sono linearmente indipendenti.

Ora cerco v3 in modo che Span(vy, v,,v3) = Span(vy, vy, v3) e {vy, v3, v3} sia base ortogonale
di Span(vy, vy, v3).

Notiamo che un tale v; si ottiene sottraendo a v; la sua proiezione ortogonale su

Span(vy,vy) = V,.

Poiché v; e v; sono ortogonali, conosciamo gia I'espressione analitica della proiezione
ortogonale su V;:

Siavi =v,evy, =v, —

ACAZVN Lo v2)
o v) 1 Py vy)

Ty V- Vy| x -

Dunque basta porre:

v =v ¢(U3,171) (17(173,172)
’ i ¢y, 171) ¢>(v2,v2)

vé € Span(v{' vé; vé) = Span(vb v2; v3)'
Inoltre la matrice che contiene per colonna le coordinate di vy, vy, v rispetto a {vy, v, v3} &:

1 * =

M = (0 1 *), dunque {v;, v, v3} & una base ortogonale di Span(v4, v,, v3).
0 0 1

Itero il procedimento ponendo Vj:

j-
~ Z (v, v 0,
Liw,vp"
!
o . v;
Alla fine ottengo una base ortogonale {vj, ..., v, }; basta normalizzare ponendo w; = m
i
Abbiamo cosi ottenuto con una procedura algoritmica il seguente risultato:

TEOREMA DI ORTONORMALIZZAZIONE DI GRAM-SCHMIDT: (V, ¢) spazio euclideo,
{v4, ..., v, } base di V. Allora esiste una base ortonormale {w;, ..., w, } di V tale che
S’pan(wl, ...,wj) = Span(vl, ...,vj) Vj.

COROLLARIO 4.5.2: (V, ¢) euclideo, f € End(V) triangolabile.
Allora esiste B base di V ortonormale e a bandiera per f.
Dimostrazione:

3§ = {vy, ..., v,} base a bandiera per f.

Applico Gram-Schmidt a § e trovo B = {wy, ..., W, } ortonormale.
Poiché vj, Span(wl, s Wj) = Span(vl, s vj), B ¢ a bandiera per f.
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Osservazione: f € End(V), con (V, ¢) spazio euclideo. Se qb(f(x),f(y)) =¢(x,y)Vx,y €V,
allora f e un isomorfismo.

Dimostrazione:

Se x € Ker(f), ¢(x,x) = ¢(f(x), f(x)) = ¢(0,0) = 0, dunque x = 0.

Poiché f é lineare e iniettiva, allora & un isomorfismo.
Dunque f € 0(V,¢) & d)(f(x),f(y)) =¢(x,y) Vx,y €V (se ¢ € End(V) e V euclideo).

ISOMETRIE DI UNO SPAZIO EUCLIDEO: (V, ¢) euclideo, f:V — V. Sono fatti equivalenti:
1) feow,e)
2) feEndWV)ellfWIl = Ilvll vveV
3) f(0)=0ed(f(x),f(»))=d(xy) Vx,y €V
4) f € End(V) e V{vy, ..., v,} base ortonormale di V, {f (v,), ..., f (v,,)} & base ortonormale di V
5) f € End(V) e 3{vy, ..., v, } base ortonormale di V| {f (v,), ..., f(v,,)} & base ortonormale di V
6) fEEnd(V)ef of =id.
Dimostrazione:
1) = 2): Ovvia perché || f(W)|I? = ¢ (f(v), f(¥)) = p(v,v) = ||v]|%.
2) = 1): Usando la formula di polarizzazione:
20(v,w) = p(w +w,v +w) — (v, v) — dp(w,w) = |lv + wll* — [lv]I* — [lw]|* =
= If @ +w? = If DI = If W = ¢(f (v + w), f(v +w)) = ¢(f (v), f (v) +
~¢(fW), fW) = (f W) + FW), FW) + fFW)) = p(f ), f () = p(f (W), fF(W)) =
= 2¢(f (), fW)).
2)=3):d(f(0),f)) = If () = fFOI = If x =l = llx = yll = d(x, ).
3) = 1): ¢ f conserva la norma:
IFEONl = If (x) = oIl = If (x) = Ol = d(f (%), £(0)) = d(x,0) = [Ix]I.
e f conserva il prodotto scalare:
Per ipotesi Vx,y € V, ||[f (x) — f(¥)I| = |[lx — y||. Elevando al quadrato ho:
P(fC) = fO).fFO) = f)) = plx —y,x—y) =
= [IfOIE + IfDIZ = 2¢(F (), fF) = IxlI* + lIyll* = 2¢(x, ) =
=||x||2 =yl
= ¢(fO). ) = p(x,y) Vx,y EV.
e f manda basi ortonormali in basi ortonormali:
Sia {vy, ..., 1, } una base ortonormale di V. Poiché f conserva il prodotto scalare,
I'insieme {f (v;), ..., f(v,,)} & un insieme ortonormale (cioé sono a due a due

)
)
)
)

ortogonali e hanno tutti norma 1).
Allora f(vy), ..., f (v,) sono linearmente indipendenti, infatti sia .}, a;f (v;) = 0.

Vj,0=¢ (Z?zl a;f (vy) ,f(vj)) = Yis a;d (f(vi)'f(vj)) = aj¢ (f(vj)»f(vj)) = q;
dunque Vj, a; = 0, quindi {f (v;), ..., f(v,,)} & una base ortonormale di V.

e f élineare:
Vv eV, v =Y xv;, con x; = ¢p(v,v;) coefficiente di Fourier.
Ma abbiamo visto che anche {f(v,), ..., f (v,)} & una base ortonormale di V, quindi:
f@) =X, d(fW), fFW))f (W) = Ty o0, ) f (i) = Tiey xif (v),
dunque f é lineare.

e f & bigettiva in quanto é lineare e manda basi in basi.

Poiché f & isomorfismo e mantiene il prodotto scalare, allora f € O(V, ¢).
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1) = 4): Ovvia perché ¢ (f(vi),f(vj)) = ¢(v;, vj) = §;; e f manda basi in basi.

4) = 5): Ovvia.

5) = 1): Per ipotesi 3B = {vy, ..., v, } base ortonormale tale che {f(v;), ..., f(v,)} & base
ortonormale.
Sianov = Y7L, x;v; ew = 21, y;v;. Allora:
¢(f(v)'f(W)) = ¢(f(2?=1 x;v), f(Xieq yivi)) = ¢l xif(v), Ximyif () =
=i XiyjP (f(vi):f(vj)) = XijxYj6ij = (v, w).

1) 6):fe0WV,9) © ¢(f(x),f()=¢(x,y) Vx,y €V, ma
$(F), f3) = ¢ (x.£*(F))), quindi f € 00V, 9) = ¢ (x.f*(F)) =
=¢(x, ) VX,y €V & f*(f(»)) —y € Rad(p) = {0} Vy & f*of =id.

PROPOSIZIONE 4.5.3: B base ortonormale di (V, ¢), f € End(V). Sia A = Mz(f).
Alloraf € 0(V,¢) & tAA=1.

Dimostrazione:

Poiché Miz(p) =1, p(f (), F(w)) = IXLAAY Yo,w €V, X = [v]g, ¥ = [wls.
o(v,w) = XY.

Quindi f € O(V,¢) © EXLAAY = XY VX,Y € K* & tAA=1.

DEFINIZIONE 4.5.5: M € M (n, R) si dice ortogonale se ‘MM = M'M = I.
Denotiamo con 0(n) = {M € M'(n,R)|M ¢ ortogonale}.

Osservazioni: 1) M € O(n) = M invertibilee M~ ! = tM
2) M € 0(n) & lerighe (e le colonne) di M formano una base ortonormale di R". Infatti:
=) [*tMM];; = [I];; = &;j, dunque se v; = M/, allora ¢(v;, vj) = &;;
&)Sev; =M eB={vy,..,v,} = Mpg(pp) =1€0(n).
3) O(n) dotato del prodotto e un gruppo, detto gruppo ortogonale
4) Se A € 0(n) = det(4) = +1 (poiché det(*AA) = det(I) =1 = (det(4))? = 1).
In particolare denotiamo con SO(n) = {A € O(n)| det(4) = 1} il gruppo ortogonale speciale
(che & un gruppo con il prodotto).
5) Nel cason = 2:
cos(a) —sin(a cos(a sin(a
0(2) = {(sinéa)) cos(fz))> |a € R} v {(sin((a)) — co(s(gz)) |a € R}
=S0(2),non diagonalizzabili (rotazioni) det=-1,diagonalizzabili (riflessioni)
Dimostreremo fra poco che in 0(2) esistono solo questi due tipi di matrici.

PROPOSIZIONE 4.5.4: A € 0(n), A € C autovalore per A = || = 1.
(Osservazione: |a + bi| = Va? + b? = se 1 € R autovalore per 4, allora 4 = +1).
Dimostrazione:

Pensiamo A: C* — C".

Sia X € C™"\{0} autovettore per A relativo a 4, cioe AX = 1X.

Poiché A & reale, allora AX = AX = AX = AX.

AAXX

EAXIAX =< _ _ _
(AX) LAX)AX = 'XTAAX = XX
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Dunque (A1 — 1)'XX = 0. Ma A4 = |1|?, percio:

(A2 = 1)tXX = 0.

Ora ‘XX = x,X;+... +x,%, = |x%1|%+...+|x,|? € R*, poiché X # 0.
Allora |12 =1 = |1] = 1.

PROPOSIZIONE 4.5.5: (V, ¢) euclideo, B = {v, ..., U, } base ortonormale di V.

B' = {wy, ..., wp} base di V; M = My 3(id). Allora:

B’ é ortonormale < M ¢ ortogonale.

Dimostrazione:

Vi, [wilg = M[w]g = M.

¢ (wiwy) = wils[w], = (MM = (M) M = ['MM];;.

Dunque B’ é ortonormale & qb(wi,wj) =6 Vi,j & ['MM];; =6;; Vi,j & M € 0(n).

Dunque possiamo migliorare il teorema di triangolabilita per matrici:

PROPOSIZIONE 4.5.6: A € M (n, R) triangolabile. Allora 3M € 0(n)| M~*AM = T triangolare.
Dimostrazione:

Interpretando A: R™ — R", allora M:(A4) = A, dove C ¢ la base canonica di R™.

Come conseguenza dell’algoritmo di Gram-Schmidt, 3B base di R" ortonormale e a bandiera
per A.

Sia M = Mz (id); allora M1 AM = Mz(A) = T triangolare.

Poiché B e C sono basi ortonormali, M € 0(n).

Osservazione: Se B ¢ una base ortonormale, la restrizione di Mz: GL(V) » GL(n,R) a 0(V, ¢)
identifica O (V, ¢) con il sottogruppo O(n) di GL(n, R).
Mp: 0V, ¢) » 0(n)| f > Mz(f)
Per quanto visto, se f & isometria, allora:
o det(f) ==1;
e gli unici autovalori reali di f sono +1.
Denotiamo con SO(V, ¢) = {f € 0(V, ¢)| det(f) = 1} il gruppo ortogonale speciale.
Gli elementi di SO(V, ¢) sono detti isometrie dirette o rotazioni.
feoW,p)\SO(V, ¢) si dice isometria inversa.

Osservazione: Lavoriamo in (R", (, )).

Ogni isometria di R™ & composizione di al piu n riflessioni.

Ogni isometria diretta & composizione di un numero pari di riflessioni, poiché se p &€ una
riflessione, det(p) = —1, quindi det(p; o ...px) =1 & k pari.

Analogamente le isometrie inverse sono composizione di un numero dispari di riflessioni.
Sef € O(R™Y,(,)) e dim(Fix(f)) = k, allora f & composizione di n — k riflessioni.

PROPOSIZIONE 4.5.7: Ogni matrice in 0(2) & della forma:

Ro={(520) o) o e mpvis = {(S25) S Yo e w)

Dimostrazione:
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Se A = (v | vp), {v1,v,} & base ortonormale di R?.
X
In particolare, se v; = (x;)’ allora (vy,v,) = x¥ + x5 = 1, quindi 36| x; = cos(6,),

X, = sin(6,).

_ cos(@z))
Analogamente v, = (sin ®,))
Ma:
0 = (v, v,) = cos(6,) cos(8,) + sin(0,) sin(0,) = cos(6; — 6,).

Dunque 6, =91+§+2kn Vv 6, =91—§+2kn.

) cos(@z)) _ (— sin(@l))

Se vale la prima, allora (sin(@z) =\ cos(e,) /)
cos(@z)) _ ( sin(6,) ) )
Se vale la seconda, allora (sin(@z) = —cosa))) tesi.

PROPOSIZIONE 4.5.8 (Forma canonica per un’isometria in uno spazio euclideo): Sia A € 0(n).

Allora 3M € 0(n) tale che:
| = |

tMAM = M~1AM = i Ry,

\ o /'

), con 6; # km Vi.

cos(8;) —sin(6;)
con Ry, = (sin(Hi) cos(6;)
FORMULAZIONE ALTERNATIVA: Sia (V, ¢) uno spazio euclideo di dimensione n.
Siap € O(V, ¢). Allora 3B base ortonormale di V tale che:
\

Ry |

1 |

Ro, /
(Osservazione: Le due formulazioni sono equivalenti, infatti:
Prima = Seconda: Scelgo B’ base ortonormale per (V, ¢). Allora Mz (@) = I.

YEOW,¢) =  (Ty )My ($) My () = My (), cioe
(M () My () = 1.

Dunque per la prima formulazione 3M € O(n) tale che:

= \

‘MWy (PIM = Ro,

Mp(P) = L

Ry,

Ma M € 0(n), per cui rappresenta un cambio di base da B’ a un’altra base
ortonormale, cioé M = My 5 (id), dunque ‘MMz (YI)M = Mz (1), tesi.
Il viceversa e analogo.)
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Dimostrazione:
Per induzione su n:

Passo base): n = 1: Basta osservare che un autovalore reale di A puo essere solo +1.

Passo induttivo): n > 2.

Caso a) A ammette 'autovalore reale A = +1.

Sia v un autovettore relativo a A. Allora:

R" = Span(v) @1 Span(v)t, Av € Span(v) = (poiché A € 0(n)) =
= Avt € vt, dunque A|,. € 0(vt, ()| ,1).

Per ipotesi induttiva della seconda formulazione 3B base ortonormale
di vt| Mz (4|,1) = C della forma voluta.

Se scelgo v normalizzato, B* = {v} U B ¢ una base ortonormale di R"

Mg (A) = £110
e =0 ¢
ho la tesi.

>, dunque a meno di permutare i vettori di B*

Caso b) A non ha autovalori reali. Sia A un autovalore complesso.

[A] =1 > A =cos(f) +isin(f).Siav =vg+iv; € C*"un
autovettore per A (vg,v; € R™).
So dalla forma di Jordan reale che vy,v; sono indipendenti.
Mostro che ||vg|l = [|vy]| e che (vg, vp) = 0.
Se denoto con ¢, ) il prodotto scalare standard su C",
tAA=1 = A€ 0(C",)), dunque:
(v,v) = (Av, Av) = (Av, W) = 1%(v, v).
Ma A2 # 1 e dunque (v, v) = 0, cioe:
0=(vg+iv,vg+ivy) = (vr vr)— (Vv + 2i(v}, VR) =
= uguagliando a 0 parte reale e immaginaria:
(vr, vr) = (v, vp) = |lvrll = [[vill e (vg, v1) = 0.
A meno di riscalare v, posso supporre che v,y siano ortonormali.
Dalla forma di Jordan reale so che A(Span(vR, vﬂ)) C Span(vg,vp) e
Alspan(vg,vy) Si Tappresenta rispetto a {vg, vy} come:
cos(f) —sin(0)
(sin(@) cos(0) )
Concludo come prima sfruttando I'invarianza di Span(vg, vy)*.

4.6 IL TEOREMA SPETTRALE REALE

In tutto il capitolo lavoreremo in uno spazio euclideo (V, ¢).

DEFINIZIONE 4.6.1: f € End(V) si dice ortogonalmente diagonalizzabile se 3 una base B di V
ortonormale per ¢ e di autovettori per f (detta anche base spettrale).

Osservazione: Se f & ortogonalmente diagonalizzabile, allora f € autoaggiunto.
Infatti se 3B base spettrale = Mz(f) = D diagonale. Ma poiché f & autoaggiunto < 3B base di
V ¢-ortonormale| My (f) e simmetrica e D lo &, allora f & autoaggiunto.
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LEMMA 4.6.1: f € End(V) autoaggiunto, W sottospazio di V.
Alloraf(W) S W = f(WH) c W+,

Dimostrazione:

Dobbiamo mostrare che Vx € W+, f(x) € W+.

vw e W,0 = qb(x,f(w)) = ¢(f(x),w), dunque segue la tesi.

LEMMA 4.6.2: A € S(n,R). Allora p,(t) & completamente fattorizzabile in R[¢].
Dimostrazione:

Consideriamo A come matrice complessa, A: C"* — C"; sia A autovalore per A.

Se X € C™*\{0} autovettore per A relativo a A, allora AX = AX, dunque AX = AX.
Allora:

g KOOI

(AX)X = '(AX)X = A'XX
Dunque (1 — 1)tXX = 0.
Ma ‘XX = x %7 +... +x,%, = |x1|?+... +|x,|? € R, poiché X # 0.
Dunque A =1 = 1€ R.

TEOREMA SPETTRALE REALE: (V, ¢) spazio euclideo.
f € End(V) é ortogonalmente diagonalizzabile < f & autoaggiunto.
Dimostrazione 1:
=) Gia vista.
<) Per induzione su n = dim(V):
Passo base): n = 1: ovvio.
Passo induttivo): Per il lemma 31 € R autovalore per f.
Sia v; € V,; di norma 1.
Allora V = Span(v,) @ Span(v,)*.
Per il primo lemma, f(Span(v;)t) € Span(v,)?t; inoltre
dim(Span(v;)*) = n—1e flgyan(,)+ ¢ autoaggiunto.
Dunque per ipotesi induttiva, 3{v,, ..., v,} base ortonormale di Span(v,)*
di autovettori per f|s,qn(,)+ (€ quindi per f).
Allora {vy, ..., v, } & base spettrale per f, da cui la tesi.
Dimostrazione 2:
=) Gia vista.
&) Sia § base ¢-ortonormale, A = M (f). Allora ‘A = A.
Per il lemma A ¢ triangolabile, in particolare 3P € 0(n)| P~*AP = 'PAP = T triangolare.
A simmetrica = T simmetrica (poiché congruente ad A) = T & diagonale.
Sia B base di V| Mz s(id) = P.
P € O0(n) = B ortonormale. Mz(f) = T diagonale = B di autovettori.

COROLLARIO 4.6.3: A € §(n,R). Allora 3P € 0(n)| P"*AP = '‘PAP = D diagonale.

Osservazione: Sia A € §(n, R). In particolare abbiamo dimostrato che:
e Aésimile a D tramite una matrice ortogonale, cioe A R D in M (n, R) /simirit.tramite el.di o(n)>

che corrisponde aEnd (V)/coniugio tramite el.di 0(V,¢)>
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e A écongruente a D tramite matrice ortogonale, ossia A R D in
M(n: R)/congruenza tramite el.di 0(n)» che corrisponde a PS(V)/isometria tramite el.di 0(V,p)-
Dunque, se P"*AP = ‘PAP = D diagonale, allora gli elementi sulla diagonale di D sono sia gli
autovalori di 4, sia permettono di calcolare o (A4).
In particolare:
i, (A) = #autovalori positivi di A;
i_(A) = #autovalori negativi di A;
io(A) = #autovalori nulli di A.

COROLLARIO 4.6.4: A € S(n, R) ¢ definita positiva < tutti gli autovalori di 4 sono positivi.

PROPOSIZIONE 4.6.5: (V, ¢) euclideo, f € End(V), f* = f, A # p autovalori per f.
Allora Vy LV, (cioe ¢(v,w) =0 Vv EV),w EV)).

Dimostrazione:

Ab(,w) = (v, w) = (f (W), W) = (v, fW)) = ¢ (v, uw) = (v, w) ¥v € V3, w € V.
Dunque (A — w)p(v,w) =0 Yv eV}, w € V,, ma A # u, da cui la tesi.

TEOREMA DI ORTOGONALIZZAZIONE SIMULTANEA: V R-spazio vettoriale.

¢, € PS(V), ¢ definito positivo. Allora 3B base di IV ortonormale per ¢ e ortogonale per 1.
Dimostrazione:

Sia § base ortonormale per ¢.

Sia A = Ms(yY) = A é simmetrica.

Sia g € End(V)| Ms(g) = A = g & autoaggiunto.

Per il teorema spettrale 3B base ortonormale per ¢ e di autovettori per g, ossia Mz(g) = D
diagonale.

Sia M = Mip s(id); poiché B e S sono ortonormali, allora M € O(n).

Inoltre M~*AM = D, percido M~*AM = *‘MAM = D.

Ma Mz () = “MAM = D, per cui la base B & ortogonale per 1.

tg — t
PROPOSIZIONE 4.6.6: A € M (n, R). A & simmetrica < {A 34 B A4 _
A é triangolabile
Dimostrazione:
=) Ovvia.

&) Come conseguenza di Gram-Schmidt 3P € 0(n)| P"*AP = 'PAP =T triangolare superiore.
T'T = 'PAP'P'AP = 'PA'AP = 'P'AAP = 'P'AP'PAP = 'TT.
Ma una matrice T triangolare superiore tale che 'TT = T'T & diagonale, infatti:
[T*T]yy =Ty Ty = [T]%1+"'+[T]%n
[‘TT]y1 = [T]i4,
dunque [T];; =0 V2<j<n.
Iterando, ottengo che T & diagonale.
Allora A é simmetrica perché congruente a T tramite P € 0(n).

COROLLARIO 4.6.7: A € 0(n). Se A ha tutti gli autovalori reali, allora ¢ simmetrica (e dunque
diagonalizzabile).
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PROPOSIZIONE 4.6.8: A € §(n,R). A & definita positiva & 3! S € §(n, R) definita positiva tale
che A = S? (si dice che S ¢ la radice quadrata di A).
Dimostrazione:
&) VX € RM\{0}, 'XAX = 'XS2X = 'X'SSX = {(SX)SX > 0, poiché S € GL(n, R), tesi.
=) Esistenza: Per ipotesi gli autovalori di A sono reali positivi, quindi 3M € 0(n) tale che
A VA
M~AM = =D? D= .
An 7

Allora A = MD2M~! = (MD*M)(MD'M).

Basta prendere S = MD'M (che & simmetrica e definita positiva perché congruente a D

simmetrica e definita positiva).

Unicita: Sia S una qualsiasi matrice simmetrica definita positiva tale che 4 = S2.
AlloraSA =5-5%=S5%-5 = AS.

Se R™ =V, (A) @ .. V3, (A), SA=AS = § (V;Lj(A)) < V3, (4) V).
Vediamo ora che S|y, (4) € completamente determinato (e quindi S ¢ unica).
]

Sia p autovalore per S|y, (4) € v un autovettore relativo a u, cioé Sv = uv.
]

Ajv = AU = Szv = ’[,[217 — ’L[Z = /1] = ’L[ = \/A_j = SlV}{j(A) = \/A—] lleA](A)

Dunque S & determinato univocamente, cioe ho la tesi.

Osservazione: Con la stessa dimostrazione si prova che A é semidefinito positivo <
& 3!S € §(n, R) semidefinita positiva tale che A = S2.

PROPOSIZIONE 4.6.9: A € GL(n,R). Allora 3! S € §(n, R) definita positiva e P € 0(n)|
A = SP (questa decomposizione prende il nome di decomposizione polare).
Dimostrazione:

Esistenza: A'A & evidentemente simmetrica e definita positiva, in quanto

EIXA'AX = Y(*AX)'AX > 0, poiché A € GL(n,R) = A € GL(n,R) (oppure ‘AA & definita
positiva perché rappresenta 'identita in una base differente, cioe & una matrice congruente
all'identitd, che & definita positiva = *AA definita positiva = A’A & definita positiva).
Dunque per la proposizione precedente 35 simmetrica definita positiva| A*A = S2.
Quindi ST1A'AS ™ =1 = S7T1AYSTA) =1, cice P = S71A € 0(n).

Inoltre A = S(S™1A) = SP, da cui la tesi.

Unicita: Se A = SP, allora A'A = SP'PS = 5%, ma allora S & unica per la proposizione
precedente. Poiché P = S™'4, anche P & unica.

PROPOSIZIONE 4.6.10: Siano f, g endomorfismi autoaggiunti di uno spazio euclideo (V, ¢)|
fog=geof.Allora 3base ortonormale di V fatta da autovettori sia per f che per g.
Dimostrazione:
f, g diagonalizzabili per il teorema spettrale. Inoltre VA autovalore per f, V;(f) € g-invariante.
dlv,(r) € autoaggiunto nello spazio euclideo (V,1 (), ¢|V/1(f))’ dunque g|y,(r) ammette una base
B, di autovettori ortogonale rispetto a ¢|y,(s). Al variare di A; € Sp(f), pongo B = U; By,.
Ogni elemento di B ¢ di autovettori per f e per g; ma f € autoaggiunto, per cui
V=V, (f) @' ...®" V3, (f), quindi B & ortonormale; da questo segue la tesi.
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5 SPAZI AFFINI

5.1 ISOMETRIE AFFINI

Riprendiamo la notazione S(X) = {f: X = X biunivoche}, X # 0.
DEFINIZIONE 5.1.1: Ogni sottogruppo di S(X) si chiama gruppo di trasformazioni di X.

Esempi: 1) Se V & uno spazio vettoriale, con 'algebra lineare abbiamo studiato GL (V) come
gruppo di trasformazioni di V.
2) Allo stesso modo abbiamo studiato O(V, ¢) se ¢ € PS(V).

Osservazione: Non tutte le trasformazioni sono lineari, infatti;

DEFINIZIONE 5.1.2: V spazio vettoriale. La trasformazione 7,,:V = V| t,(w) = w + v
¢ detta traslazione del vettore v fissato, v € V.

Osservazione: T,, € lineare & v = 0.
Notazione: Indicheremo con T(V) = {traslazioni di V}.

PROPOSIZIONE 5.1.1: (T(V),) & un gruppo abeliano di trasformazioni di V e

(T(V)e) = (V,+).

Dimostrazione:

7o = id, vale evidentemente la proprieta associativa e (7,) ™! = 7_,,.

Inoltre 7, 0o Ty, = Ty = Twav = Ty © Ty

Quindi (T'(V),o) & un gruppo abeliano.

Poiché F: (V,+) = (T(V),o)| F(v) = 1, é sicuramente un isomorfismo, segue anche I’altra tesi.

DEFINIZIONE 5.1.3: Sia G un gruppo. Si chiama azione di ¢ su un insieme X ogni
omomorfismo Y: G — S(X).
L’azione di un gruppo si dice transitiva se Vx,y € X, 3g € G| P (g)(x) = y.

Osservazione: T(V) agisce su V in modo transitivo, infatti Vo,w € V3t € T(V)| t(v) = w
(in particolare T = 1,,_, e Y(W — V) = 1,,_,,).

DEFINIZIONE 5.1.4: Sia (V, ¢p) uno spazio euclideo e sia d la distanza indotta da ¢ su V.
Allora definiamo Isom(V,d) = {f: V- V|d(P, Q) = d(f(P),f(Q)) VP,Q € V} come I'insieme
delle isometrie affini di V (spesso in seguito le chiameremo semplicemente isometrie).

Osservazione: Sicuramente 0(V, ¢) € Isom(V,d) e T(V) S Isom(V, d), quindi
vveV,VfeOoWlV,p), t,of € Isom(V,d).
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LEMMA 5.1.2: Vv € V,Vf € 0(V, ¢) (in realta basterebbe f € GL(V)),
f °Ty = Tf@) © f (dunque in generale non commutano).
Dimostrazione:

(for)() = flx+v) = f() + f(¥) = (5 © f) ().

PROPOSIZIONE 5.1.3: {r, o flv € V, f € O(V, ¢)} & un gruppo rispetto al prodotto di
composizioni.
Dimostrazione:
Mostriamo che & chiuso rispetto al prodotto di composizioni:
(Tv°f)°(TW°.g) :‘[vo(fo‘[w)og =Ty oTrw) ° fog .
—

eT(V) eo(V,¢)

Inoltre id = 7, © id, dunque rimane da far vedere che (7, o f)"* € {t, o flvEV,f € O(V, )}
_ Lo (feg=id (g=f""
et g =T tw o f 09 =S Qr0) =y = —f1(v)

Quindi (z, © )™ = T_g-1() © f ', da cui la tesi.

Osservazione: Con la stessa dimostrazione si prova che {r, o flv € V, f € GL(V)} & un gruppo di
trasformazioni di V.

TEOREMA 5.14: {t, o flveV,f € 0(V,¢)} = Isom(V,d).

Dimostrazione:

<) Gia vista.

2) Sia f € Isom(V, d).
Abbiamo gia provato che, se f(0) = 0, allora f € O(V, ¢).
Se invece f(0) = v # 0, allorat_, o f € Isom(V,d) e (t_, o f)(0) = 0, dunque
T_,of=g€0W,¢),dacuif =1,0g9cong€ 0V,qp).

Osservazione: Ora andremo a studiare le isometrie di (R", (, )).

Notiamo che Isom(R") = {X - AX + B|A € 0(n),B € R"}.

Inoltre se f € Isom(R™), allora Fix(f) ={X e R"|AX + B=X}={X €e R"|(A—1)X = —B},
quindi Fix(f) o & vuoto, oppure ¢ un sottospazio affine di R" con giacitura

{X e R*"|(A— DX =0} =V,(A) = Fix(4).

DEFINIZIONE 5.1.5: f € Isom(R") & detta simmetria se f? = id.

PROPOSIZIONE 5.1.5: Sia f una simmetria di R", f(X) = AX + B, con A € 0(n). Allora:
1) A2=]ef(B)=AB+B = 0;

2) 2 € Fix(f) (quindi Fix(f) = = + Fix(A));

3) B éortogonale a Fix(A).

Dimostrazione:

1) VXERY, f2(X) =X > A(AX+B)+B=AX+AB+B=X > A =]1eAB+B =0.

2) f (g) =A -g + B [=]- g +B = g (il passaggio [=] segue da 1)).

3) Fix(A) = V,(A) e Fix(A)* = V_,(4), in quanto A% = | e dunque ha come autovalori solo 1
e —1; inoltre se x € V_;(4), y € V;(A4), si ha (x,y) = txy = {(—=Ax)Ay = —'x'AAy = —txy,
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cioé (x,y) = 0. Poiché per 1) AB = —B = B € V_;(A), ho la tesi.

DEFINIZIONE 5.1.6: f € Isom(R™) & detta riflessione se f? = id e Fix(f) & un iperpiano affine
(cioé ha come giacitura un sottospazio di dimensione n — 1).

Osservazione: Se f(X) = AX + B ¢ una riflessione, allora dim(F ix(A)) =n—1, per cui
A € 0(n) e una riflessione lineare rispetto alla giacitura di Fix(f).
In particolare det(4) = —1.

DEFINIZIONE 5.1.7: f € Isom(R™) & detta rotazione se Fix(f) ha come giacitura un
sottospazio di dimensione n — 2.

LEMMA 5.1.7: La composizione di due riflessioni p,, p, di R" rispetto a iperpiani incidenti H; e

H, (non coincidenti) ¢ una rotazione r tale che Fix(r) = H; N H,.
Dimostrazione:

Dy 1!

Dobbiamo mostrare che dim(F ix(r)) =n-2.

Notiamo che, se W; ¢ la giacitura di H; per i = 1,2, allora dim(W; N W,) = dim(W;) +
dim(W,) —dim(W; + W,) =n—1+n—-1—-n=n-2e W; NW, & lagiacitura di H; N H,.
Sicuramente H, N H, € Fix(r), poiché se p;(X) = A;X + B; per i = 1,2, allora:

X€eH, NH, 2 AX+B;=Xperi=12 =7rX) = (p°p)X) = A, (4,X + By) + B, =
= A, X + B, = X.

Dunque la dimensione della giacitura di 7 puo esseren —2on — 1 (se fosse n = r = id, cioé i
due piani sarebbero coincidenti).

Se la dimensione &€ n — 1, allora r e una riflessione, assurdo, perché

det(4,4,) = det(4,) - det(4,) = 1.

Dunque Fix(r) = H; N H,.

Osservazione: Notiamo anche che la rotazione r & di un angolo doppio rispetto a quello formato
dai due iperpiani H; e H,; questo & semplicemente dimostrabile in R? e R*, ma non lo
dimostriamo in dimensione maggiore per evitare di definire un angolo in R™.
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PROPOSIZIONE 5.1.8: La composizione di due riflessioni di R" puo essere una traslazione o
una rotazione.
Dimostrazione:
Siano p;(X) = A; X + B; e p,(X) = A, X + B, le due riflessioni.
Siano H; = Fix(p,) e H, = Fix(p,) i due iperpiani di punti fissi.
Caso 1): H; e H, sono paralleli (e quindi hanno la stessa giacitura).
Allora Fix(A,) = Fix(A,), cioé A; e A, sono riflessioni lineari rispetto allo stesso
iperpiano lineare = A; = A, = A. Allora:
(ppop)X) =A(AX +B;)+ B, =A*X+AB, + B, =X + (AB; + B,) =
=X+ (B, — By) = p; o p; ¢latraslazione 15
(Osservazione: B, — B, ¢ ortogonale ai due iperpiani e ||B, — By || = 2d(H;, Hy).
Pertanto qualsiasi coppia di iperpiani paralleli a H;, H, e aventi la stessa distanza
produce p; © p;.)
Caso 2): H; e H, non sono paralleli.
Allora H, e H, sono incidenti non coincidenti (altrimenti la composizione sarebbe
I'identita), dunque la tesi segue per il lemma.

FORMA CANONICA PER UNA SIMMETRIA: Sia f € Isom(R") una simmetria,
k= dim(F ix(f )) Allora esiste una base ortonormale {v;, ..., v, } di R™ rispetto alla quale f si

scrive:
fX) 0 X+av
= 04 .
0 [~Lix "

TEOREMA 5.1.9: Ogni f € Isom(R™) e composizione di al pit n + 1 riflessioni.
Dimostrazione:

Se f(0) =0 = f € O(R™) = f & composizione di al piu n riflessioni lineari.

Se f(0) = B # 0, consideriamo H = {X € R"|d(X,0) = d(X,B)}.

H & un iperpiano, poiché X e H & ||X|?=||IX-B|*? & (X,X)=(X—-B,X—B)

& 2(B,X) = (B, B), che ¢ un’unica equazione. Inoltre g € H.

In particolare la giacitura di H & Span(B)*.

Sia py la riflessione rispetto a H. Allora:

pu ° f € Isom(R™) e (py © f)(0) = py(B) = 0, quindi py © f € O(R™) & composizione di al pitt
n riflessioni = f & composizione di al pitt n + 1 riflessioni.

DEFINIZIONE 5.1.8: Un’isometria si dice diretta se & composizione di un numero pari di
riflessioni, inversa altrimenti.

Osservazione: f(X) = AX + B é diretta (inversa) & det(4) = 1 (det(4) = —1).
DEFINIZIONE 5.1.9: Sia f € Isom(R"). Diciamo che f é:
e una glissoriflessione (o riflessione traslata, o glide) se & composizione di una riflessione p e di

una traslazione parallela a Fix(p);
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¢ una riflessione rotatoria se ¢ composizione di una riflessione p e di una rotazione attorno a
una iperretta (sottospazio di dimensione n — 2) che contiene una retta ortogonale a Fix(p);

e un avvitamento (o twist) se & composizione di una rotazione r e di una traslazione (non
banale) parallela a Fix(r).

Osservazione: Da quello che abbiamo visto, segue che:

se T € T(V), allora det(t) = 1 e Fix(t) = 0;

e sep éunariflessione, det(p) = —1 e dim(Fix(p)) =n—1;

e ser éunarotazione, det(r) =1e dim(Fix(r)) =n-2;

e se g e una glissoriflessione, det(g) = —1 e Fix(g) = 0;

e se R ¢ una riflessione rotatoria, det(R) = —1e dim(F ix(R)) = n — 3 (poiché se x € Fix(R),
é chiaro che x € Fix(p) N Fix(r),dove R =por,e
dim(Fix(p) n Fix(r)) = dim(Fix(p)) + dim(Fix(r)) — dim(Fix(p) + Fix(r)) =n—-1+
n—2—-n=n-—3)

e set ¢ un avvitamento, allora det(t) = 1 e Fix(t) = @.

PROPOSIZIONE 5.1.10: Sia f € Isom(R™). Se f ha almeno un punto fisso, allora f &
composizione di al piu n riflessioni.

Dimostrazione:

Sia f(0) = B. Se B = 0, segue subito la tesi.

Sia allora B # 0.

Sia Qf(Q) = @; H = {X € R"|d(X,0) = d(X, B)}.

Come provato prima, py © f € lineare. Inoltre Q € H, infatti:

d(Q,0) = d(f(Q),f(0)) = d(Q, B).

Allora py(Q) = Q e quindi (py ° f)(Q) = Q = py o f élineare e dim Fix(py © f) = 1, quindi
py ° f € composizione di al pit n — 1 riflessioni, quindi f & composizione di al piu n riflessioni,
da cui la tesi.

Osservazione: Se Fix(f) = @, possono effettivamente essere necessarie n + 1 riflessioni:

.2 2 _ . ] X 1 0 X 2
f:R? - R?| f((x,9)) = (x + 2,—y); allora f: (y) R (O ) (y) + (O),
Fix(f) = ©; non bastano 2 riflessioni perché f non & né una traslazione, né una riflessione, né

una rotazione.
D’altra parte, se f = T, Fix(f) = @ ma bastano 2 riflessioni.

TEOREMA DI CLASSIFICAZIONE DELLE ISOMETRIE PIANE: Ogni f € I som(R?) é:

1) una traslazione;

2) una rotazione;

3) una riflessione;

4) una glissoriflessione.

Dimostrazione:

f & composizione di al piu 3 riflessioni.

Se f & composizione di 0 riflessioni, f = id.

Se f & composizione di 1 riflessione, allora f € una riflessione.

Se f & composizione di 2 riflessioni, abbiamo visto che f & una traslazione o una rotazione.
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Se f & composizione di 3 riflessioni, diciamo f = p; © p, © p3, allora:

Caso 1): p; © p, = 1, traslazione.

Scrivo v = v; + v,, con v;//v; e v, L r3. Allora:

f=10p3 =Ty, ° Ty, ° P3-

Ma 1,, ° p5 & una riflessione con asse r3//73, dunque f & una glissoriflessione.
(Osservazione: Se v; = 0 (cioe v L r3), f € una riflessione. Quindi:

f = 1, © p3 & una riflessione < gli assi di riflessione sono 3 rette parallele.)

Caso 2): p; © p, € una rotazione attorno ad un punto P con angolo a.

a) Pé&rs.
Allora scrivo la rotazione R = p; o p, come composizione di due riflessioni p; e pj
. . . . . a
rispetto a rette incidenti di angolo e 1,/ /13.
f=Rops=pio pyop; = f églissoriflessione.
——
traslazione
b) P € r3 (gli assi di py, py, p3 si dicono concorrenti in P).

Scrivo R = p; © p, come p; © p3, dove p; & una riflessione rispetto ad una opportuna
retta passante per P = f = pj o p3 o p3 = p; = f ériflessione.
(Osservazione: p; © p, o p; € riflessione < i 3 assi sono concorrenti o paralleli).

Osservazione: La composizione di 3 riflessioni di R* rispetto a 3 piani incidenti in un punto P e
a due a due ortogonali é una simmetria con Fix(f) = {P}. Quest'ultima ¢ detta simmetria
centrale di centro P.

In generale la composizione fra due isometrie “elementari” (riflessioni, traslazioni e rotazioni)
non & commutativa, tranne che nei casi speciali della glissoriflessione, della riflessione rotatoria
e dell’avvitamento. Ne tralasciamo la dimostrazione.

TEOREMA DI CLASSIFICAZIONE DELLE ISOMETRIE DI R3: Ogni f € Isom(R?) & una:

traslazione;
riflessione;
rotazione;
glissoriflessione;
avvitamento;
riflessione rotatoria.

Dimostrazione:
f(X) = AX + B, con A € 0(n), per cui 3B base ortonormale di R3, B = {v;, v,, v3}| Mz(4) =
a) I;
1 0 O
b) {0 1 0 |
0O 0 -1
rot(6)| O
— ], 6 € (0,2m);
0o |1
rot(6)| O
—, 0 € (0,2m).
0 |-1

Studiamo 1 vari casi:

a) f éuna traslazione, f = 1.
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b) f(X) = AX & una riflessione (poiché f|s,anv,v,) = id), quindiil tipo di f(X) = AX + B
dipende dalla posizione della traslazione B.
Sia H = Span(vy,v,) e Vv € R3, vy, vj le proiezioni di v su H e H = Span(vs) rispetto a
R3 = H @+ HL.
f(X) = (AX + B#) + By.
Studiamo Fix(X - AX + B):
AX+Bi =X © (A—1X = —B3.
Ora(A—-D|y=0e(A—1)|yL = —2I, dunque:
L
A-DX=A-DXy+Xg)=—-2Xf 2AX+B =X © —2X} = —B} © Xi =B7H
Bii Bii
C}X:7+h,hEH <:>X67+H
Percid Fix(X — AX + Bj) & un piano affine e X > AX + Bj & una riflessione p.
f = tp, ° p, By € H che ¢ la giacitura di Fix(S).
Dunque f & una riflessione se By = 0, una glissoriflessione se By # 0.
c) Usando la stessa notazione del punto precedente, vogliamo mostrare che X — AX + By € una
rotazione.
AX+By =X ©(A—-DX = —By.
(A—=1D|y:H — H e invertibile, (A —I)|,+ = 0; per cui:
3!X, € H|(A— DX, = —By; inoltre Ker(A — I) = H*, quindi
Xrisolve (A—I)X = —By © X € X, + H.
Quindi Fix(X = AX + By) ¢ una retta affine, per cui X = AX + By € una rotazione.
Dunque se B = 0, f & una rotazione, altrimenti f & un avvitamento.
1 0 0
Q) (roto(e)l 0 >= <rot(9)| 0 >+<O 1 o )—I
| —1 0 |1 0 0 -1
=A =Ay

:AHJ_

Dunque:
F(X)=AX+B = Ay +Ays — DX + By + Bys =
= (AuX + By — Xy) + (Ao X + Bys — X1)
Sappiamo gia per il punto c) che (AyX + By — Xy): H — H € una rotazione e per il punto b)
che (Ay+X + By1 — Xy1): HY > H* & una riflessione (con piano di riflessione L all’asse di
rotazione).
Dunque VB, f e una riflessione rotatoria.
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5.2 SPAZI E SOTTOSPAZI AFFINI
DEFINIZIONE 5.2.1: Definiamo A(V) = {t, o flv € V, f € GL(V)}.

Osservazione: Abbiamo visto che A(V) & un gruppo di trasformazioni di V (che in particolare
coincide con il sottogruppo di S(V) generato da T (V) e GL(V))

DEFINIZIONE 5.2.2: G gruppo di trasformazioni di un insieme X. Vx € X, definiamo
stabilizzatore di x I'insieme St,(G) = {g € G|g(x) = x}.

PROPOSIZIONE 5.2.1: 1) St,(GL(V)) =GL(V) ©v =0
2) St,(A(V)) = GL(V) Vv e V.
Dimostrazione:
1) Ovviamente St,(GL(V)) = GL(V).
D’altra parte se v # 0, 3f € GL(V)| f(v) # v.
2) Vediamo intanto che Vv,w € V, St,, (A (V)) e St,, (A(V)) sono isomorfi.
Infatti se u = v — w (cosi che 7,,(w) = v):
St,(A()) - st,,(A())

f > T_y° f °Ty
& un isomorfismo.

Inoltre 7, o f € Sto(A(V)) & (1,0 f)(0) =0 & v = 0. Cioe Sto(A(V)) = GL(V), tesi.

Osservazione: Questo fa capire che in VV c’¢ un punto privilegiato, cioe I'origine O, mentre
rispetto ad A(V) tutti i punti di V sono equivalenti.

Dungque nella seguente trattazione distingueremo gli elementi di V pensati come punti e i
vettori di V pensati come traslazioni (poiché sappiamo che (T'(V),o) = (V,+)).

DEFINIZIONE 5.2.3: V spazio vettoriale. Un insieme A (anche 0) si dice spazio affine su V se

3F:A X A - V che associa ad ogni coppia di punti P, Q € A un vettore di V, denotato PQ,in
modo che:

1) VPEA Vv eEV,31Q € A PQ =v;
2) VP,Q,R € A, ﬁ)) + Q_R) = PR (relazione di Chasles).

DEFINIZIONE 5.2.4: Definiamo dimensione di uno spazio affine 4, dim(4) = dim(V) se 4 # 0,
altrimenti dim(@) = —1.

Osservazione: Dalla relazione di Chasles discende:
e VP EA, PP =0 (basta prendere P = Q = R);
e VP,QEA, Q_P) = —ﬁ)) (basta prendere P = R).

Esempi: Alcuni esempi di spazi affini possono essere:
1) A=V, F:VxV->V|(PQ) - ﬁ & Q — P (detto spazio affine standard su V)
2) f:U - W lineare,b € W.
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Sia A = f~1(b), V = f~1(0) = Ker(f).

Allora A é spazio affine su V tramite F: A X A = V| (a1, a,) = a;a, ¥ a, — a;.
DEFINIZIONE 5.2.5: Definiamo traslazione del vettore v, 7,: A = A| P = Q, con ﬁa = v.
Notazione: Se P € A e v € V, denoteremo con P + v 'unico punto @ di A4 tale che ﬁa = v.

Osservazione: Con questa notazione si ha:

e P+PQ=0Q;

e 7,(P)=P+v.

Si ha cosi I'applicazione A X V = A| (P,v) = P +v.

LEMMA 5.2.2: VP € A,Vv,v, €V, (P +vy) + v, =P + (v; + vy).

(Osservazione: Questa relazione non e affatto ovvia, in quanto la scrittura P + v e solamente
una notazione e non ha niente a che fare con la somma tradizionale.)

Dimostrazione:

SiaP; =P +v1,ossiaP—Pl)= Vy.
SiaP2 =P1+v2,0SSiaP1P2 = D,.
P+ (v; +v,) = P+ (PP, + P,P,) = P + PP, = P,, da cui la tesi.

DEFINIZIONE 5.2.6: Fissato P € A, definiamo I'applicazione Fp: A - V| Q — ﬁ (a volte questa
applicazione prende il nome di sollevamento di 4 su V).

Osservazione: Dagli assiomi segue che Fp & bigettiva e Fp(P) = PP = 0, dunque Fj trasforma P
nell’origine di V.

In altre parole, con Fp “identifico” A con V, ossia “sollevo” su A una struttura di spazio
vettoriale. Questo si puo fare VP € A.

Osservazione: Vv € V, F;1(v) = P + v.

Osservazione: Cerchiamo di sollevare la nozione di combinazione lineare di vettori nello spazio
affine: siano Py, ..., P, € A. Fissiamo P € A.

Fp trasforma P; in P—P; Vi.

Inoltre Vt,, ..., t; € K, 3t, PP, +...+t, PP, €V e

F5'(t,PPi+...+t,PP;) = P + t,PP{+... +t, PP, € A.

Affinché sia una buona definizione, il risultato non deve dipendere da P.

Cioé se A 3 Q # P, allora deve valere P + Y, t,;PP, = Q + XX, t;QP.

k k k k
P+ZtiP_P[=P+zti(ﬁ+(TR)=P+<Zti>ﬁ+2tiﬁ,
i=1 i=1 i=1

i=1 i=

che coincide con Q + Y%, t,0P & P+ (2K, ti)ﬁj =Q © ¥, t;=1
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DEFINIZIONE 5.2.7: Dati Py, ...,P, € Ae ty, ..., t, € K| ¥ ,t; = 1, definiamo combinazione
affine dei punti P; con coefficienti e t4, ..., t; il punto P + th—P1)+. . +tkP_Pk’, dove P ¢ un
qualunque punto di 4.

Osservazione: Notiamo che VP, P,, ..., P, € Ae Vt,, ..., t, € K| ¥, t; = 1, vale:
P + t,PP{+... +t; PP, = t; P, +... +t; Py

Infatti Fp(P + t; PP, +... +t,PP;) = t,PP+... +t, PP, e

Fp(t,Pi+... +txPy) = P(t,Py+... +t,.P) = t,PP,+...+t, PPy,

e poiché Fp e bigettiva, ho la tesi.

Esempi: 1) Se P,Q € A, %P + %Q é detto punto medio fra P e Q (char(K) # 2)
2) Se P, ..., P, €A, %P1+. . +%Pk ¢ detto baricentro dei P; (char(K) t k).

DEFINIZIONE 5.2.8: Definiamo insieme delle combinazioni affini dei punti Py, ..., P, € A
Comb,(Py, ..., P,) = {combinazioni af fini di Py, ..., P, }.

Esempio: A = K", P;, P, € A punti distinti.
Combg(Py, Py) = {t Py + t,P,lt; +t, = 1} = {P; + (1 — t)PP; + tP, P, |t € K} =
={P, +t(P, — Pt € K},
cioeé ¢ la retta passante per P; e P,.
Analogamente se vede che Comb, (Py, P,, P;) ¢ il piano contenente Py, P,, P; (se i tre punti non
sono allineati).

Similmente al caso lineare, definisco:

DEFINIZIONE 5.2.9: H € A (anche H = @) e detto sottospazio affine di A se e chiuso per
combinazioni affini.

Osservazione: Come nel caso lineare, I'intersezione di una famiglia arbitraria di sottospazi affini
€ un sottospazio affine.

Notazione: Se P, € A e W & sottospazio di V, indicheremo con Py + W = {P, + w|w € W}.
Osservazione: Py + W = {t,,(P))|lw € W}e F;t(W) =P+ W.

PROPOSIZIONE 5.2.3: VP, € A, VW sottospazio di V, Py + W é sottospazio affine di A.
Dimostrazione:

Verifico che Py + W & chiuso per combinazioni affini.

Siano Py + wy, ..., Pp + wy € Py + W t1+... +t;, = 1.

ty(Po + wy) + -+t (Py + wi) = Py + t1Po(Py + wq) + -+ + £, Po(Py + wy) =

= Py + tywy+... +t,wy € Py + W, da cui la tesi.
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PROPOSIZIONE 5.2.4: Sia H # @ un sottospazio affine di A. Allora esiste un unico sottospazio
Wy di V (detto la giacitura di H), tale che VP € H, H = P + Wy.
Dimostrazione:
Sia Py € H. Cerco W, sottospazio di V| H = Py + W,.
Poiché Py + W, = Fp,' (W), deve essere W, = Fp (H) = {w € V|P, + w € H}.
Verifico che I'insieme W, & sottospazio di V.
Siano wy,w, € Wy, a4, a5 € K.
Allora Py +w; €H, Py +w, € H.
Devo mostrare che a;w; + a,w, € W,, cioeé che P, + a;w; + a,w, € H.
Py + aywy + ayw, = Py + a1 Py(Py + wy) + ayPy(Py +w,) =
= Py + (1 — @y — a3)PoPy + a1 Po(Py + wy) + azPo(Py + W),

che appartiene a H perché combinazione affine dei punti Py, Py + wq, Py + w, che stanno in H.
Resta da controllare che W, non dipende dalla scelta di P,, ossia che VP;,P, € H,
Fp, (H) = Fp,(H).
Fp,(H) = {P,Q|Q € H}.
Sia P,Q € Fp (H).
Allora P,Q = PP, + P,Q = —P,P; + P,Q € Fp,(H),

—_— ——

€Fp,(H) €Fp,(H)

cioe Fp (H) € Fp,(H).
Analogamente si prova I'inclusione opposta = tesi.

DEFINIZIONE 5.2.10: Se H & sottospazio affine di 4, si pone dim(H) = dim(Wy).
e H e detto retta (affine) se dim(H) = 1;

e H e detto piano (affine) se dim(H) = 2;

e H & detto iperpiano (affine) se dim(H) = dim(4) — 1.

Osservazione: H, L sottospazi affinidi A, HN L # @.
AlloraVPEHNL, H=P+ Wy,L =P+ W,.
HNL=FP+Wg)N(P+W,)=P+ WynW,) = Wyq, =Wy nW,.
Dunque dim(H N L) = dim(Wy N W,).

DEFINIZIONE 5.2.11: Due sottospazi affini H, L si dicono:
e incidentise HNL # @;

e parallelise Wy € W, VW, € Wy;

o sghembise HNL =@ AWy nW, ={0}.

Osservazione: Il parallelismo non & una relazione di equivalenza:

r

1’)
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infatti dalla figura si vede che W, € Wp e Wy © Wp, ma Wy € W, AW, € W.

PROPOSIZIONE 5.2.5: P, ..., P, € A. Allora:

Comby(Py, ..., P;) = Py + Span(m, ...,m).

Quindi Comb,(P,, ..., P;) € un sottospazio affine di 4, detto il sottospazio affine generato da
Py, ... P,. E il pit1 piccolo sottospazio affine di A contenente Py, ..., Py.

Dimostrazione:

Per definizione di combinazione affine vale C.

Mostriamo ora I'inclusione opposta:

Vg, oty € K, Py + ty PoPy+... +t, PPy = Py + (1 — XK, t,)PoPy + t1PoPy+... +t; PyPy, che
appartiene a Comb, (Py, ..., Px) = tesi.

Osservazione: Dunque dim(Comba (Py, ..., Pk)) = dim (Span(ﬁ, ,m))

Notazione: In generale VX € A4, X # @, denotiamo con Comb, (X) I'insieme delle combinazioni
affini dei punti di X.

PROPOSIZIONE 5.2.6: X € A. VR € X, Comb,(X) = R + Span({RQ|Q € X}).
Inoltre se H € A é un sottospazio affine di A che contiene X, allora Comb,(X) € H.
Dimostrazione:

E analoga a quella della proposizione precedente.

DEFINIZIONE 5.2.12: Se H, L sono sottospazi affini di 4, poniamo H + L = Comb,(H U L).

Osservazione: H € L = Wy € W,.
Dimostrazione:
VPEH,H=P+Wy,L=P+W,.
VweWy,P+weHCL =>weW,.

PROPOSIZIONE 5.2.7: H, L sottospazi affini di A. Allora VP € H,VQ € L:
Wy =Wy + W, + Span(ﬁ).
Dimostrazione:
D)HCH+LLSH+L =Wy +W, S Wy,,.
Poiché Comb,(P,Q) € H + L = Span(PQ) € Wy,,.
C) Considero il sottospazio affine S = P + (WH + W, + Span(?d)).
Allora S 2 P + Wy = H; inoltre S 2 L, infatti:
Q=P+PQ€ES = S=Q+(WH+WL+Span(P—Q))) >S20+W, =L.
Per minimalita, S 2 H + L = Ws = Wy + W, + Span(PQ) 2 Wy,,.

LEMMA 5.2.8: H, L sottospazi affinidi A. AlloraHNL =0 & VP €E€H,VQ EL, P_Q) g Wy +W,.
Dimostrazione:

=) Per assurdo supponiamo che 3P € H,Q € L| P_Q) =w; +Ww,, conw; € Wy, w, € W,.
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P+W1=P+(ﬁ§—wz)=(P+I_36)—W2=Q—w2,assurdo.
EH €L

<) Per assurdo supponiamo 3R € H N L.
SianoP € H,Q € L,percuiH =P+ Wy, L = Q + W;.

Allora _156 = EE + F@ € Wy + W, assurdo.
EWH EWL

FORMULA DI GRASSMANN AFFINE: Siano H, L sottospazi di A.
1) SeHNL # @ = dim(H + L) = dim(H) + dim(L) — dim(H N L).
2) SeHNL=0 = dim(H + L) = dim(H) + dim(L) — dim(Wy n W,) + 1.
Dimostrazione:
dim(H + L) = dim(Wy4,) e Wy, = Wy + W, + Span(PQ@),con P € He Q € L.
1) Perillemma,se HNL % @, PQ € Wy + W, = Wy, = Wy + W,.

La tesi segue dalla formula di Grassmann vettoriale:

dim(Wy ) = dim(Wy + W,) = dim(Wy) + dim(W,) — dim(Wy N W,) =
= dim(H) + dim(L) — dim(H N L).

2) SeHNL =29, perillemmaP—Q) ¢ Wy + W,.

Quindi dim(Wy, ) = dim (WH + W, + Span(ﬁ)) = dim(Wy + W,) + 1 e si conclude

come prima.

Osservazione: Se H e L sono sghembi, allora dim(H + L) = dim(H) + dim(L) + 1
(infatti tutte le combinazioni affini di due rette sghembe in R* generano tutto lo spazio R?).

DEFINIZIONE 5.2.13: P, ..., P, si dicono affinemente indipendenti se
dim(Combg(Py, ..., P,)) = k (ossia se dim (Span(POPl, - POPk)) = k, ciod se PyP;, .., PoPy

sono linearmente indipendenti.

DEFINIZIONE 5.2.14: Sia dim(A4) = n . Si chiama riferimento affine di A ogni insieme ordinato
R ={Py, ..., P,} din + 1 punti di A affinemente indipendenti.

Osservazione: Essendo R ordinato, scelgo P, come “punto base”.
Inoltre {POPl, s POPn} éuna base di V.

Osservazioni: 1) Se B = {vy, ..., v, } ¢ una base di V, VP, € A, {Py, Py + vy, ..., Py + 1.} &
riferimento affine di A.

2) SeA=VeB={vy,..,v,} ebasediV allora {0, v, ..., v, } & riferimento affine.
Ad esempio in K", {0, e4, ..., e, } & detto riferimento affine standard.

PROPOSIZIONE 5.2.9: Se R = {P,, ..., B,} & un riferimento affine di 4, ogni punto P € A si
scrive in modo unico come P = aqyPy+... +a, P, con ag+...+a, = 1.

((aq, ..., ay) sono quindi dette le coordinate affini di P rispetto a R).

Dimostrazione:

Per ipotesi A = Comb, (P,, ..., B,), dunque gli a; esistono.

Mostriamo che sono unici:
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se P = agPy+...+a, B, = agPy+...+a, Py, con Yl ga; = Yo a; = 1, allora:

aoPo+...+a,P, = Py + a; PPy +... +a, Py Py

apPo+... +ahP, = Py + aiPoP+... +a, PP,

dunque a1m+. ..+a,PyB, = a;PyPi+... +a,’1m, ma i EI_’: sono linearmente indipendenti,
percid a; = a; Vi = a, = ay, da cui la tesi.

DEFINIZIONE 5.2.15: A spazio affine su V, B spazio affine su W, V, W K-spazi vettoriali.
f:A — B si dice trasformazione affine se conserva le combinazioni affini.

DEFINIZIONE 5.2.16: f: A — B trasformazione affine si dice isomorfismo affine se & biunivoca.

DEFINIZIONE 5.2.17: Un isomorfismo affine f: A — A si dice affinita.
Poniamo Aff(A) = {affinita A — A}.

Esempi: 1) Le traslazioni sono affinita.

2) Se R é riferimento affine e dim(4) = n,

A - K" . 4y
[ 1g: P - [Pl dove [P]g sono le coordinate affini di P rispetto a R,

é un isomorfismo affine (quindi 4 = K").
Osservazione: [ ] trasforma ipuntidi R in 0, ey, ..., €.

PROPOSIZIONE 5.2.10: A = V. Se f:V — V é un’affinita e f(0) = 0, allora f ¢é lineare.

Dimostrazione:

Vv, v, EV, Vi, t, EK:

fltavs +tvy) = fF((L =ty — 1) - 0+ tyvy + to1,) = (1 — b5 — ) f(0) + b1 f (1) + tof () =
= t1f (v1) + tof (v2),

da cui la tesi.

PROPOSIZIONE 5.2.11: f € Aff (V). Allora esistono uniciv € V, g € GL(V)| f =1, ° g.
Dimostrazione:

Siav=f(0).Allorag=1t_,°of €Aff(V)eg(0) =0 = g € GL(V).

Poiché f(0) & unico, allora v & unico e quindi anche g & univocamente determinato, tesi.

Osservazione: Dunque Aff(V) = {tr, 0o glv €V,g € GL(V)}.

Di conseguenza Af f (V) coincide con il gruppo di trasformazioni che avevamo precedentemente
denotato con A(V), generato dalle traslazioni T (V) di V e da GL(V).

In particolare:

Aff(K™) = {X > AX + B|A € GL(n, KK), B € K"}

Osservazione: Prendiamo f: A — B biunivoca, con 4, B spazi affini su V, W. Allora:

f
A-> B
FPo‘l’ ‘J'Ff(Po)
Vv w
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Sia @p,:V — W l'unica applicazione che rende commutativo il diagramma:

f
A~ B
FPO‘J' ‘LFf(Po)
V—W

®pg
Dunque ¢p, € univocamente determinata da ¢p, = Frpy) o f o F, P_Ol.

Osservazioni: Sia @p, I'applicazione trovata nel punto precedente. Allora:

Fpy — — . Fripg S
1) 435 P 3PP 8 g (PoP) 223 £(Po) + @, (PoP).
Dunque f(P) = f(P,) + (PPO(POP) e quindi f(Py + v) = f(Py) + ‘PPO(U)-
2) Vav—=Pytv-of(Py+v)— f(Py)f(Py+v)
f Frpo)

FPO

Dunque @p, (v) = f(Po)f(Py + v).

PROPOSIZIONE 5.2.12: f ¢ affine & ¢p, ¢ lineare.

Dimostrazione:
=) f(Po) + @p, (X1 tive) [E1 f(Po + Xicy tivi) = f ((1 — Y t)P+ T (P + Vi)) =
= (1 - ti)f(Po) + X 6f (P +v) [F] (1 - ti)f(Po) +3 1t (f(Po) + ‘Ppo(vi)) =

= f(Po) + 2i, tipp, (v;), da cui:
®p, (Z;‘zl tl-vl-) =¥k, ti@p, (v;), cioe @p, & lineare (i passaggi con [=] seguono dalle
osservazioni precedenti).

<) Siano Py, ..., Py € A, t1+...+t, = 1.
f(toPo + -+ txP) = f(Po + t1PoPy + -+ + 1 PoPy) = f(Po) + ¢ (Tley tiPoR) =
= f(Po) + Ztes tip, (PoP,) = f(Po) + Ty tif (P)f () = tof (Po)+... +tif (P, cioe
f e affine.

PROPOSIZIONE 5.2.13: Sia f: A — B trasformazione affine. VP, P; € A, ¢p, = @p,.
Dimostrazione:
Valgono le relazioni:
f(Po+v) = f(Py) + ‘PPO(V);
f(Py+v)=f(P)+@p (), Vv EV.
Queste relazioni possono essere riscritte nella forma:
op, (V) = f(Py +v) — f(Po);
@p, (V) = f(Py +v) — f(P).
Sia P = Py +v. Allora P, + v = P; + P — Py. Dunque:
pp, (V) =f(PL+ P —Po) = f(P) = f(P) + f(P) = f(Po) = f(P1) = f(P) = f(Po) =
comb.af fine
=f(Po+v) — f(Py) = QDPO(V),
da cui la tesi.

COROLLARIO5.2.14: f: A — B ¢ affine & 3¢:V — W applicazione lineare tale che VP, € 4,

f(P) = f(Po) + @(PoP).
DEFINIZIONE 5.2.18: Questa ¢:V — W prende il nome di applicazione lineare associata a f.
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Osservazione: Sia f: A — B applicazione affine con applicazione lineare associata ¢:V — W.
Sia g: B — C applicazione affine con applicazione lineare associata : W — Z.

Sia Py € A, Qo = f(Py).

Allora:

f(P) = f(Po) + ¢(PoP) VP € 4,

9(@) = g(Qo) +%(Q00Q) vQ € B.

(9o NP = g(F(P)) = 9(Q0) + % (FPIFP)) = g(f (Pe)) + (b o 9) (BoP).

@(PoP)

PROPOSIZIONE 5.2.15: Se f: A — B & affine e invertibile, allora f ~1: B — A & affine.
Dimostrazione:

Sia ¢:V — W l'applicazione lineare associata. ¢ € invertibile e quindi isomorfismo.
Sia Py € 4, Qg = f(Py).

Sia g: B — A definita da g(Q) = f~2(Qo) + ¢~ 1(Q,0).

Allora (g o f)(Py) = g(Qo) = f~1(Qo) + <P_1(m) =P

Per la formula precedente:
(g2 f)(P) =Py + (@7 o 9)(PoP) = Py + PP = P VP.
Dunque f71(Q) = f71(Qo) + ¢_1(Q0Q), da cui la tesi.

Osservazione: Percio Aff(A) € un gruppo.

PROPOSIZIONE 5.2.16: A spazio affine su V. {Py, ..., B,}, {Qo, ..., Q,,} riferimenti affini di A.
Allora esiste una sola affinita f di A tale che f(P;) = Q; VO <i < n.

Dimostrazione:
VP € A, P si scrive in modo unico come P = )i t;P;, con 2o t; = 1.
Necessariamente dobbiamo definire f(P) = Y1\ t; Q;.

Verifico che f & un’affinita (che sara dunque unica per quanto appena visto):

sia ¢ € GL(V) I'unico isomorfismo che trasforma PyP;, ..., PyP, in QyQ4, ..., Qo Qx.
n n

F(P) =) 60r = Qo + 1 QuQs-+.-+6aQoQn = F(PY) + Y tip(BoF) = F(Po) + (Z t ﬁ)
i=1

i=0 i=1
MaP ="' t;Pi=Py+X ¢t PoP,; inoltre P = Py + P,P = P,P = Y ti P,P.
Dunque f(P) = f(Py) + (p(ﬁ) VP € A, da cui la tesi.
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5.3 GEOMETRIA AFFINE EUCLIDEA

Notazione: Indicheremo con X - Y il prodotto scalare standard fra X e Y in R™.
DEFINIZIONE 5.3.1: v € R" si dice ortogonale al sottospazio affine S se v € W;".
Esempio: Se H & I'iperpiano B - X + d = 0, allora B & ortogonale a H.

DEFINIZIONE 5.3.2: Due sottospazi affini S e S’ si dicono ortogonali (e lo denoteremo S L S’) se
Ws € Wi (& We € WH).

Esempi: 1) SianorlarettaX = At + Cer'larettaX = A't + C'. Allorar L17' © W, S W3 &
A€ (Span(4)) @ A-A' =0.

2) r retta di equazione X = At + C e H iperpiano di equazione B - X +d = 0. Allora Wy =
{X|B-X =0}e W7 =Span(B),dacuir LH < A B.

PROPOSIZIONE 5.3.1: Sia S un sottospazio affine di dimensione k. Allora:

1) S"1LS=>dim(S')<n-—k.

2) V0 < d < n — k esiste un sottospazio affine S’ di dimensione d tale che S' 1 S.

3) Tutti i sottospazi affini S’ ortogonali a S di dimensione massima (dim(S') = n — k) sono
paralleli e ciascuno di essi interseca S in uno e un solo punto.

4) VP € R" 3! sottospazio affine S’ ortogonale a S di dimensione massima passante per P.

Dimostrazione:

1) W WSLI. Poiché dim(Ws) = k, allora dim(WSl,) > k e dunque dim(Wgy) < n — k.

2) Basta prendere S’ tale che dim(S") = dim(Wy) =d e Wy S W5

3) SiaS =R + Ws esia S’ come nelle ipotesi; S’ = Q + W¢r con Wgr € Wik,
Poiché dim(Wg) = dim(Ws') = n — k, si ha W¢r = W, e dunque ogni S’ ha giacitura Ws.
Consideriamo S’ = Q + W. Visto che R* = Wy @ Ws",sihaR—Q =v+w,conv € W e
wE Ws.DunqueR—v=Q+w€ESNS',poichR—vER+W;=SeQ+weQ+
Wg- = S'. Per ragioni di dimensione, il punto & unico.

4) Basta prendere S’ = P + W .

Esempio: Sia 7 una retta in R3 e P € R3. Esiste un unico piano passante per P e ortogonale a r;
tale piano interseca r in uno e un solo punto.

In particolare, se r ha equazione X = At + C, allora W, = Span(A); visto che W,. € W7, per
ragioni di dimensione W, = Wy, cioé¢ W7 = Span(A). Dunque H ha equazione A- X = A - P.

Osservazione: Siano H e H' due iperpiani in R", di equazione rispettivamente B- X +d =0e
B'-X+d' =0;HeH' sidicono ortogonali< B L B’ B-B' = 0.

DEFINIZIONE 5.3.3: Sia P € R" e S un sottospazio affine di R". Definiamo distanza di P da S
d(P, S) = ianES d(P,X)
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PROPOSIZIONE 5.3.2: 3P, € S tale che d(P,S) = ||P — P,|| (e quindi I'inf &€ un minimo).
Dimostrazione:
Sia dim(S) = k. Per la proposizione precedente 3! S’ sottospazio affine ortogonale a S, di
dimensione massima e passante per P; sia P; tale che S NS’ = {P,}.
Osserviamo che (P — Py) L S.
Vogliamo mostrare che d(P,S) = |[|[P — Py, cioé che VX € S, X # Py, d(P,X) > ||P — Py]l.
Abbiamo:
d(P,X)? =P = X|I> = I(P = Po) + (P, — X)I* =
=(P=P) + Py = X)) - ((P=Po) + (Po— X)) =
=d(P,Py)*+d(Py, X)* +2(Py—X) - (P —Py) =d(P,Py)* + d(Py, X)* >

=0 >0

> ||P — Pyll?,
da cui la tesi.

COROLLARIO 5.3.3: H iperpiano di R" di equazione B-X +d =0, P € R". Allorad(P,H) =
|B-P+d]|
Bl -~
Dimostrazione:
d(P,H) = ||P — Py||, dove P, = H N r con r la retta per P ortogonale a H. r ha equazione

X=Bt+P.

Per determinare P, = H N1, cerco t tale che B- (Bt + P) +d = 0, cioé t = ﬁ, ossia
Py ===ZLB +P.
Finalmente abbiamo d(P,H) = ||P — P,|| = ”d”;lizpB” = % [|B|| = %.

Osservazione: Il lettore puo trovare in modo analogo la formula per la distanza di un punto da
una retta in R3.

DEFINIZIONE 5.3.4: S, S’ sottospazi affini di R". Definiamo distanza fra S e S’ d(S,S’) =
infyegyes' d(X,Y).

DISTANZA FRA DUE PIANI IN R3:
e Se HlnHz * ¢, d(Hl,Hz) = 0.
e SeH, |l Hy, d(H,H,) = d(P,H,) VP € Hy, che si puo calcolare con la formula precedente.

DISTANZA RETTA-PIANO IN R3:
e SernH=+0,d(r,H)=0.
e Ser || H,d(r,H) =d(P,H) VP € r, che si calcola ancora con la formula precedente.

DISTANZA FRA DUE RETTE IN R3:

e SeryNr,# 0,d(r,r,) =0.

e Ser, llry,d(r,r,) =d(P,r,) VP €1y.

o Se le rette sono sghembe, diciamo che r; e r, hanno equazione rispettivamente X = At + C;
e X = A,t + C,; proviamo che 3! retta ortogonale a r; e 1, che le interseca entrambe. Se P;
e P, sono i punti di intresezione, evidentemente si ha che d(ry, 1) = ||P; — P, ||.
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Dimostrazione:
I1 generico punto di r; & P(t) = At + C;, mentre il generico punto dir, € Q(0) = A,0 + C,.
La retta I(t, 0) congiungente P(t) e Q(6) ¢ ovviamente incidente sia a 1y che a r,; provo che
31(t, 0) tale che I(t, 0) & ortogonale a entrambe le rette.
Poiché [ & parallela al vettore P(t) — Q(0) = At + C; — A,6 — C,, basta imporre:
(Ait+C,—A,0—-C,)-A; =0
{(Alt +C —A,0—C) Ay =0
La matrice dei coefficienti di questo sistema 2x2 é:
M= (Al A -4 Az)
Ay -4, —Ay- A
SeAd;=(a; B1 vi)edAy=(az B2 V2),sihadet(M) =—(4;-41)(4;-4y) +
(A1 - A3)% = —(a1 8, — azB1)? — (a1y2 — azv1)? — (B1vz — B2v1)?, dunque det(M) = 0 <

la matrice:
(Al) _ (“1 p1 )’1)
Ay a Bz V2

ha rango 1, cioeé A, e A, sono linearmente dipendenti. Ma le rette sono sghembe, dunque 4,
e A, sono linearmente indipendenti e dunque det(M) # 0.

Da questo segue I'unicita (e 'esistenza) della soluzione (ty, 8y) del sistema; i punti P; =
P(ty) e P, = Q(6,) sono quelli cercati.

)

5.4 AFFINITA DI K"

Osservazione: Aff(K™) = {X > MX + N|M € GL(n,K),N € K"}.
Possiamo vedere Af f (K") come un sottogruppo di GL(n + 1, K), infatti:

X1
siaH={X=< : )E]K“+1
Xn+1

Wy = {X € K"*|x,44 = 0}.

Sia f: K" > H| X - ()I() (se X € K", la notazione (%) indica il vettore X’ di K"*! tale che
x; =% Yi<nex,,, =1).
Poiché (f) = (%) + (%) allora f =7, ,, ° @, dove : K" > Wy| X - (%) ¢ un isomorfismo

=en+1

Xn+1 = 1. H & sottospazio affine di K"*! con giacitura

lineare.
Allora f & un isomorfismo affine e K" =,¢¢ H.
SiaG(H) ={g € GL(n+ 1,K)|g(H) = H} e sia g € G(H).

Allora:
W (M' ”) y
g = :
‘P | q

per certi M € M'(n,K), N,P € K", q € K VY € K",
SeY = (f) € H, allora:

&)= (5 ) &) = (wx7g)
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e dunque ‘PX +q=1 VX € K", cioe P = 0,q = 1.
Si ha percio:

M| N
0] 1

G(H) = {M,’V = < > ‘M € GL(n,K),N € ]K"}.

M, | N1> (Mz | Nz) _ <M1M2 | MiN; +N.

Osservazione:< 0 [ 1 01 0 | 1 1) = (G(H),°) & un sottogruppo

di GL(n + 1, K).

PROPOSIZIONE 5.4.1: L: (Af f(K"),0) = (G(H),°)| (X > MX + N) - <1\(;1 || 1:) e un

isomorfismo di gruppi (e dunque Af f (K™) ¢ isomorfo a un sottogruppo di GL(n + 1, K)).
Dimostrazione:
Siano fi, f; € Aff(K"); f1(X) = MiX + Ny, fo,(X) = MaX + Ny
Vediamo che (f o £5)(X) = f,(M,X + N,) = My(M,X + N,) + N; = MyM,X + MyN, + N;.
Poiché prima abbiamo visto che:
My | Ni\(M; | N, MM, | MiN; + Ny
L(fl)“f”‘< 0] 1 >< 0] 1 )‘( ! )
allora effettivamente L(f; o f5) = L(f;)L(f,), cioé L é lineare.
Poiché é evidentemente bigettiva, ho la tesi.

DEFINIZIONE 5.4.1: Sia G un gruppo di trasformazioni di K".
Due sottoinsiemi Fy, F, di K" sono detti G-equivalenti se 3g € G| g(F;) = F,.

DEFINIZIONE 5.4.2: F;, F, € K" sono detti affinemente (rispettivamente, metricamente)
equivalenti se 3g € Aff (K") (rispettivamente, g € Isom(K")) tale che g(F;) = F,.

Notazione: Se F; e F, sono affinemente equivalenti, lo indicheremo con F; ~4¢s F;.

Esempi: A = K".

1) Siano F; = {Py, ..., P}, F, = {Qq, ---, Qi} (k + 1)-uple di punti di K" affinemente
indipendenti. Abbiamo visto che 3g € Aff(K")| g(P;) = Q; Vi e dunque F; e F, sono
affinemente equivalenti.

2) H,, H, iperpiani affini di K".

Allora 3g € Aff(K™)| g(H,) = H,, infatti, se H; = Comb,(P,, ..., P,_1) €

H, = Comb,(Qy, ..., Qn_1), allora scegliendo P,, Q,, in modo che sia i P; che i Q; siano un

riferimento affine, so che 3g € Aff(K")| g(P;) = Q; Vi, e dunque g(H,) = H,.

Dunque {iperpiani af fini di K"}/ i ha una sola classe di equivalenza.
DEFINIZIONE 5.4.3: Vg € K[xy, ..., x,] (dove K[xj, ..., x,,] rappresenta I’anello dei polinomi in
X1, -, Xn), definiamo luogo di zeri di g l'insieme V(g) = {X € K"|g(X) = 0}.

Osservazione: L’applicazione V: K[x, ..., x,] = K"| g = V(g) non ¢ iniettiva, infatti:
e V(ag) =V(g) Va € K\{0};
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e V(g™ =V(g) YmENT;
e Se K= Ce g4, g, non contengono fattori multipli, allora:

V(g1) =V(g2) © Fa € C\{0}| g, = ag,.
e Se K = R la proprieta precedente non vale, infatti V¢ > 0, V(x* + y* + ¢) = @.

DEFINIZIONE 5.4.4: g4, g, € K[xy, ..., x,]. Diciamo che g4, g, sono proporzionali
91~ g2 © 3a € K\{0}| g, = ag..

Osservazione: La relazione di proporzionalita fra polinomi & di equivalenza in K[x;, ..., X, ] (la
verifica é immediata).

DEFINIZIONE 5.4.5: Definiamo ipersuperficie affine (o semplicemente ipersuperficie) ogni
classe di proporzionalita di polinomi di K[x, ..., x,] di grado positivo.

DEFINIZIONE 5.4.6: Se I = [g] & ipersuperficie, g(X) = 0 & detta equazione di/ e V(g) € K" &
detto supporto di  (indicato anche come Supp(1)).

DEFINIZIONE 5.4.7: Se I = [g] ¢ ipersuperficie, definiamo grado di I, deg([g]) = deg(g).

Osservazione: E una buona definizione, poiché se g’ ~ g = deg(g;) = deg(g,).
e Sen = 2, é detta curva affine;

e sen = 3, ] e detta superficie affine;

e le ipersuperfici di grado 2 sono dette quadriche (coniche se n = 2).

Osservazione: Come visto, 'ipersuperficie determina il suo supporto, non il viceversa.

E dunque improprio parlare di equivalenza affine solo per i supporti, in quanto due ipersuperfici
possono avere lo stesso luogo di zeri.

Introduciamo quindi il concetto di equivalenza affine anche per le ipersuperfici:

DEFINIZIONE 5.4.8: I = [g] ipersuperficie. y(X) = MX + N € Aff(K").
Definiamo ipersuperficie “rimontata” di I tramite 1 I'ipersuperficie "' (I) di equazione

g(x) =o.

Osservazione:

K* 2 V(g o) 5 V(g) K

geyN g
K
La definizione precedente & coerente con il fatto che ) trasforma il supporto di ¥ ~1(I) nel

supporto di I, infatti:
xo € Supp(p~1 (D) & g(Y(x0)) =0 & P(xo) € V(g) = Supp(D).

DEFINIZIONE 5.4.9: Due ipersuperfici affini I e J si dicono affinemente equivalenti se

P € Aff(KM)| 1 =y~().
In altre parole, I = [f] e ] = [g] sono affinemente equivalenti se 3 € Aff(K™)| f = g o .
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Osservazione:

II)_]'
K[xl, ey xn]/Naff 3 I ] € K[xll ey xn]/"'aff

Vi v
K" 2 Supp(I) ?Supp(]) 2 K"

I ~ar5 ] = Supp(I) ~qff Supp(J). Il viceversa e falso.
Osservazione: ~ classifica dunque i polinomi (e non i supporti) a meno di coordinate affini.

Osservazione: | = [g] ipersuperficie| V(g) ¢ iperpiano. Allora deg(g) = 1.
Sia g(X) = ‘AX + b, A € K"\{0}, b € K.
Sia Y(X) = MX + N affinita di K™.
Allora (g o ¢Y)(X) = *A(MX + N) + b = (*AM)X + ‘AN + b.
Dunque se / = [f] & un altro iperpiano, f(X) = ‘A’X + b'.
I ~up] ©3a+0,IM € GL(n,K), 3N € K"|
tA" = atAM
{b’ = a(*AN + b)’
Poiché il sistema ha sempre soluzione, troviamo che due qualsiasi iperpiani sono affinemente
equivalenti anche come ipersuperfici, non solo come supporti.

5.5 QUADRICHE

DEFINIZIONE 5.5.1: Il supporto di un’ipersuperficie si dice cono se vale la seguente proprieta:
se contiene un punto P, allora contiene tutti i punti tP Vt € K.

Osservazione: Prendiamo una quadrica I = [g], dunque deg(g) = 2.
L’equazione generica della quadrica e:
gX) ='XAX + 2'BX + c,conA € S(n,K), A # 0, B € K", c € K.

Esempio: g (2) = x? + 2x,x, + 3x% + 4x, + 5.
A= 2):B=)ic=s.

1 3 2
: , . A B I
Osservazione: Se denoto ’equazione con Q = , allora, ponendo X = (I)
‘B c
(R0K = (°X | 1) 4| B (X) = (‘XA +'B | tXB + ¢) (X) =
1 1
‘B c
=XAX + 'BX + 'XB + ¢ = 'XAX + 2'BX + ¢ = g(X).

sono numeri
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Dunque V(g) = V(*XQX).

Osservazione: L'equazione tXQX & omogenea di secondo grado, quindi V(*XQX) & un cono.
Dunque vedo V(g) come un cono in K"*! intersecato con I'iperpiano x,,; = 1:

=y |

u

Esempio: La figura precedente mostra 'equivalenza frax? + x —1=0e
{xf +x2—x5=0
X3 =1 )

Osservazione: Sia I la quadrica di equazione ‘XQX = 0.
Sia (X) = MX + N affinitd; calcoliamo 'equazione della quadrica ¥ ~1(1).
. — - (M| N\/x MX + N
Poniamo Y(X) = MyX = <0 | 1>(1) = ( 1 )
Dunque 1~ *(I) ha equazione:
t, — —_ ~y — — ~
WD)eWX®)) = ‘X'MyQMyX = 0.
Dunque la matrice associata alla quadrica y~*(I) & tMyQMy.
Percio studiare {quadriche di K"}/ £ corrisponde a studiare

A B
Q = A € S(n, K)\{0}

k ‘B c

~arf

dove Q ~ofs Q' & 3a € K\{0}, Iy € Aff(K™)| Q' = a*My Q.
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Vogliamo trovare dei “rappresentanti canonici” per equivalenza affine, cioé una famiglia
{F,, ..., Fi} di quadriche di K" tali che:

e V/ quadricadi K", 3i|] ~qff Fi;

o F#47 F Vi j.

Questi rappresentanti prendono il nome di forme canoniche.

Restringiamoci al caso K = RV K = C.
Cominciamo dal caso n = 2, cioé dalle coniche di K2.

CLASSIFICAZIONE AFFINE DELLE CONICHE:
Sia C la conica di equazione g(x,y) = a;1x% + 2a,,XY + a2,¥% + 2a13% + 2a,3y + ass,
aij EK=RV C, ai1,d12,02o, NON tutti nulli.

X A
5 _ (%11 Q12 _ (13 _ _ B
SeX = ()1’>, A= (a12 azz)’ B = (a23)’ c=as; Q= , allora
‘B c

C ha equazione ‘XQX = 0.
Se (X") = MX' + N & affinita, allora 1) ~*(C) ha equazione ‘X' tMyQMyX' = 0.

M | 0) A | B <M|N>_< ‘MAM | tMAN + 'MB )
N |1 0] 1) \ENYAM + tBM |INAN + 2!NB + ¢

o' = T, QIT, = (
tp
Quindi A’ = tMAM, B' = tM(AN + B).

Osservazione: M invertibilee A # 0 = A’ # 0, quindi l'affinita trasforma la conica in una
conica.

Osservazione: Q e Q' sono congruenti e 4 e A’ sono congruenti = rk(A4) e rk(Q) sono
invarianti per equivalenza affine (non cambiano se @ & moltiplicata per a # 0).

DEFINIZIONE 5.5.2: C ¢ detta degenere se det(Q) = 0. Piu precisamente, si dice:
¢ semplicemente degenere se rk(Q) = 2;
¢ doppiamente degenere se 7k(Q) = 1.

DEFINIZIONE 5.5.3: C = [g] & detta conica a centro se IN € K?| g(X) = g(oy(X)) VX, dove
oy € la simmetria centrale di centro N.

Osservazione: Se N = (0,0), oy(x,y) = (—x, —y), dunque (0,0) & centro per C = [g] &

& g(x,y) non contiene monomi di primo grado (ossia B = 0).

In generale, se N € IK* & un centro per C e considero la traslazione 7(X) = X + N, allora 17*(C)
ha centro in (0,0), e quindi B’ = 0.

Poiché B’ = tM(AN + B) = AN + B, in quanto in una traslazione M = ‘M = I, allora N &
centro per C © AN = —B.

In altre parole, i centri della conica C sono le soluzioni del sistema AY = —B.
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Per la trattazione delle coniche, distinguiamo il caso delle coniche a centro da quelle non a
centro:

CONICHE NON A CENTRO: Sia C la conica non a centro tale che

A
0= B
‘B c
Siamo nel caso in cui il sistema AY = —B non ha soluzione, dunque rk(4) = 1, poiché
0<rk(4) <2.
Allora 3M € GL(2,K)| tMAM = (-I—E)l 8), quindi con la trasformazione lineare X — MX (ossia
M), ed eventualmente cambiando di segno all’equazione, Q diventa:
1 0| b
Q,=110_0| by
by, b, d
Poiché C non ha centri, b, # 0 (altrimenti il sistema AY = —B avrebbe infinite soluzioni) e

quindi rk(Q) = 3.
a
Vediamo che 3N = ( ,3) | 1a traslazione X — X + N trasforma Q; in:

1 0o/ O
Q,=1|0 0| ¢ |,conc, #0.
0 ¢, O

Infatti impongo che:
a b;
(0 () *()=()
@ By o)(p)+2@ B (Z;) +d=0

che ha soluzione perché b, # 0.

{a+b1=0 {a=—b1
a’ + 2ab, +2Bb, +d =0 2Bb, = b? — d’

x=x'
Infine con la trasformazione { _ ¥', cioé con l'affinita:
2¢y
1 0 O
1
M =|0 % 0 ], si ottiene 'equazione x'? — y' = 0, ossia:
0 0 1
1 0 0
0 0 —-
Qs = 2 |, chiamato tipo C; o parabola.
1
0O —= 0

2

CONICHE A CENTRO: Sia € una conica a centro.

Passo 1): Eliminazione dei termini di primo grado con una traslazione.

In particolare, se N e il centro di C, con la traslazione 7: X — X + N si ottiene la nuova conica
771(C) che ha per matrice associata:

A 0
Q= .

0 d
Se d # 0 posso dividere I'equazione per d, ossia posso supporre d = 0o d = 1.
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A si modifica per congruenza, quindi la forma canonica dipende dal campo.
Caso K=C
Il rango di A e un invariante completo per congruenza, quindi:

o serk(4) =2, A é congruente a (1 O);

0 1
o serk(A) =1, Aeécongruente a ((1) 8)
Vediamo dunque come si semplifica 'equazione di C a seconda della coppia (rk(4),7k(Q)):
rk(A) = 2 100
a) { .Quindid = 1. Allora C ~4¢ | 0 1 0 ), che ha equazione x* + y* + 1 = 0;
rk(Q) =3 00 1
— 1 0 0
b) {rk(A) B 2. Quindid = 0. AlloraC ~4¢s |0 1 0 ), che ha equazione x2+y2=0
(dunque il supporto e I'unione delle rette incidenti x — iy = 0 e x + iy = 0);
rk(A) = 1 100
) { .Quindid = 1. AlloraC ~4s (0 0 0 ), che ha equazione x2+1=0
(ossia il supporto € I'unione delle rette parallelex —i = 0ex + i = 0);
rk(A) = 1 100
d) { .Quindid = 0. AlloraC ~4¢ (0 0 0 ), che ha equazione x? = 0, detta retta

doppia perché é 'unione di due rette coincidenti.

Osservazione: Ricordiamo che nel caso della conica non a centro si aveva rk(A) = 1,

rk(Q) = 3.

Abbiamo cosi provato:

TEOREMA DI CLASSIFICAZIONE AFFINE DELLE CONICHE DI C?: Ogni conica di C? &
affinemente equivalente ad una e una sola delle seguenti:

1) x*—y=0;

2) x2+y*+1=0;
3) x2+y?=0;

4) x*+1=0;

5) x2=0.

La coppia (rk(A), rk(Q)) & un sistema completo di invarianti per equivalenza affine in C2.

Caso K = R

Su R il rango non & un invariante completo per congruenza.

La segnatura lo ¢, ma non ¢ invariante per ~,s (in quanto se moltiplico un’equazione per a < 0
cambia la segnatura da (i+ (@),i_(Q),i, (Q)) a (i_ (@),i+(Q),i, (Q))).

Possiamo pero usare I'indice di Witt che é insensibile alla moltiplicazione per scalare # 0
(infatti min(i+(Q), i_(Q)) rimane lo stesso).

Passo 2 — Caso reale): Semplifichiamo A.

Infatti dopo il passo 1 ci siamo ridotti alla forma:
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Q=

A 0
,cond =0vd=1.
0 d
Distinguiamo i casi a seconda dei valori di (rk (A),rk(Q),w(A), W(Q)),
{:ZES% i ?‘,’ quindi C & non degenere, cioe d = 1.

1)

2)

Si possono avere i seguenti sottocasi:

{W(A) —0 > w(Q) =< (1’
w(d) =1 = w(Q) =1

rk(A) = 2, rk(Q) = 3,w(4) =0, w(Q) = 0:

1 0 O
0 1 0), ossia x? + y% + 1 = 0, tipo C,, detta “ellisse immaginaria” (V (f) = @).
0 0 1

rk(A) = 2,rk(Q) =3,w(4) =0,w(Q) = 1:

1 0 O
01 0 ), ossia x* + y% — 1 = 0, tipo C3, detta “ellisse reale”
0 0 -1

(V(f) = circonferenza).
rk(4) =2,rk(Q) =3, w(4) =1,w(4) = 1:

¥

{rk(A) =
rk(Q) =

1 0 0
0 -1 0), ossia x2 — y% + 1 = 0, tipo C,, detta “iperbole” (V (f) = iperbole).
0 0 1

2

e quindi C e semplicemente degenere, cioe d = 0.

Si possono avere i seguenti sottocasi:

{W(A) =0=>w(Q)=1
w)=1=>w(Q)=2

rk(A) = 2,rk(Q) = 2,w(4) =0, w(Q) = 1:

¥

1 0 O
0 1 O), ossia x2 + y2 =0, tipo Cs, detta “rette complesse incidenti”
0 0 O

V() ={(0,0)}.
rk(A) = 2,7k(Q) = 2, w(4) =1, w(Q) = 2:

¥

1 0 O
0 -1 0), ossia x2 — y? = 0, tipo C, detta “rette incidenti”
0 0 O

(V(f) = rette incidenti)

{rk (4) =
rk(Q) =

1

» cioe d = 1.

Si possono avere i seguenti sottocasi:

1

{W(A) =1 5 w(Q =<,

rk(4) =1,rk(Q) =2, w(4) =1,w(Q) = 1:
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1 0 0

Q <0 0 0), ossia x2 + 1 = 0, tipo C5, detta “rette complesse parallele” (V (f) = @).
0 0 1

e rk(A)=1,7k(Q)=2,w(4) =1,w(Q) = 2:

1 0 O
Q ~ <O 0 0 >, ossia x* — 1 = 0, tipo Cg, detta “rette parallele”

0 0 -1
(V(f) = rette parallele).
rk(A)=1 . .
4) {rk(Q) _ 1> cioe d=0.

Si possono avere i seguenti sottocasi:
w)=1>w(Q)=2
e 1k(A)=1,7k(Q)=1,w(4) =1, w(Q) = 2:

1 0 0
Q <0 0 0), ossia x% = 0, tipo Co, detta “retta doppia” (V (f) = {x = 0}).
0 0 O

Abbiamo dunque provato:

TEOREMA DI CLASSIFICAZIONE AFFINE DELLE CONICHE DI R?: Ogni conica di R? &
affinemente equivalente a una e una sola delle seguenti:

1) x2—y=0;

2) x2+y2+1=0;

3) x2+y2—-1=0;

4) x2—y2+1=0;

5) x%2+y%=0;

6) x2—y?=0;

7) x> +1=0;

8) x?—1=0;

9) x2=0.

Inoltre la quaterna (rk(A), rk(Q),w(4), W(Q)) ¢ un sistema completo di invarianti per
equivalenza affine in R?,

Osservazione: La conica C di equazione x2—y2+1=0 (I'iperbole) pud essere vista come:
C=Sn{z=1},doveS = {(x,y,2z) € R®|x%? —y% +z%2 = 0}.

Z
N | . A\
%\\ ]. ”~ t; \ \
BN ~ T 1‘ \
. N —
|| 0 E
X \
& ./
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Esempio: Sia C la conica di R? di equazione x? + y? + 4xy — 2x — 10y + 1 = 0.
Determinare il modello canonico affine € di C e determinare un’affinita
Y € Aff(R®)|9(C) = C.
Svolgimento:

1 2 -1

1 2 -1

0-(2 1 5)a-( Ho-(D)

1 -5 1 2 1 5
det(4) = -3 = ¢(4) = (1,1,0) > w(4) = 1.
det(Q) = -3+5(-3)—-1(-9) =-9 = ¢(Q) =(2,1,0) =2 w(Q) =1.

1 0 O
Dungque € = (0 -1 0), x2 —y%+1 =0, cioé & un’iperbole.
0 0 1

Sia f(x,y) = x*> + y? + 4xy — 2x — 10y + 1.
Sia f(x,y) = x%> —y? + 1.
1) Ricerchiamo il centro di C.
Dobbiamo risolvere il sistema AX = —B, cioé:

G DW= === =)

Sia (X)) =X +N =X + (_31)

1 0 3
Allora M; = <0 1 —1) rappresenta l'affinita ;.
0 0 1

La conica 17 (C) ha come matrice associata Q; = ‘M, QM;.
Per quanto visto nella teoria:

1 2 0
;=2 1 o)
0 0 3

2) Trasformo A nella forma di Sylvester.
Vy=e, U =6y —%el =e, — 2e;.
(172, 172) = <ez - 291, €, — 261) =1+4-8=-3. Dunque:
. 1 -2
m{vlJvz}'{elrez}(ld) = (0 1 ).

L o /1 =20
Sia ¢, (X) = ( )X , che é rappresentatada M, =0 1 0.

0 1 0o 0 1
La matrice relativa alla conica C, = 5 1(C;) &:

1 0 0
Q2 = "My Q: M; = <0 -3 0).
0 0 3
Dobbiamo trasformare il coefficiente di x? da 1 a 3, poiché in questo modo otterremmo
I'ipersuperficie cercata (poiché nella classo di equivalenza ci sta il polinomio di € moltiplicato
per una qualsiasi @ # 0, in questo caso a = 3):
(V3 0 0
Mz = < 0 1 0)-
0 0 1

. [V3 -2 3
L’affinita cercatae M, - M, - M; = | 0 1 —1 |, cioé:
0 0 1
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v = (? _12> (;) * (—31)

Osservazione: Si possono classificare metricamente le coniche di R? in modo simile al caso
affine. Si diagonalizza A non con Sylvester ma con il teorema spettrale.

M N

Se M € 0(2), det(My) = det = det(M) = +1, quindi:

0 1
o tr(*MAM) = tr(A);
o det(*MAM) = det(4);
o det(*MyQMy) = det(Q) (anche se My & 0(3)).
Se moltiplico I'equazione della conica per @ # 0, la matrice della conica diventa:

aA
aQ = ab , dunque:

a'B ac
e det(aQ) = a3 det(Q);
e det(ad) = a?det(4);
o tr(ad) = atr(A).
. det(4) _ det(Q)

Quindi (se tr(4) # 0) i numeri tr)? © )y

Se C e C' sono metricamente equivalenti, allora 3a # 0|

o det(Q") = a’ det(Q);

e det(4) = a?det(4);

o tr(A") =atr(4).

Non vale pero il viceversa, cioé questi invarianti non sono sufficienti per decidere se due
coniche sono metricamente equivalenti. Infatti:

1 0 O 1 0 O
0 0 0Je{0O 0 O
0 0 1 0 0 ¢

non sono metricamente equivalenti V¢ # 1, ma hanno gli stessi invarianti precedenti.

sono invarianti metrici.

DEFINIZIONE 5.5.4: Sia f (x4, ..., x,) € K[xy, ..., X,] un polinomio di grado 2.
Allora f(X) = 'XAX + 2'BX + ¢, con A € §(n, K).
Definiamo matrice della quadrica [f]:

A B
Q= € M(n+ 1,K).

‘B c
La quadrica C si dice degenere se det(Q) = 0.

DEFINIZIONE 5.5.5: Una quadrica C si dice cono di vertice Py € C se VP € C, P # P, tutta la
retta congiungente Pj e P e contenuta in C.

DEFINIZIONE 5.5.6: Una quadrica C ¢ detta cilindro se 3r retta di K" tale che VP € C la retta
passante per P e parallela a r & contenuta in C.
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Esempi: 1) Se f & un polinomio omogeneo di secondo grado, [f] & un cono di vertice l'origine.

2) Se f & un polinomio di secondo grado in x;, ..., X, in cui non compare una variabile X, allora
[f] & un cilindro parallelo all’asse x;.

3) x? —y? =0in R3 (che & 'unione di due piani incidenti), & sia un cono di vertice (0,0,0), sia
un cilindro parallelo all’asse z.

In modo simile al caso delle coniche si prova:

TEOREMA DI CLASSIFICAZIONE AFFINE DELLE QUADRICHE: Ogni quadrica di K" &
affinemente equivalente ad una e una sola delle seguenti:
1) SeK=C:

° x12+...+x$ +d=0,cond =0Vd =1 (conica a centro);

e xi+...+x2 —x, = 0, detto “paraboloide”.

2) Se K=R:
o x{4..4x5— xf,ﬂ—...—xr2 +d=0,cond =0Vd =1 (conica a centro);
o xi+..+x; —X541—...—xf — x, = 0, detti “paraboloidi”.

LISTA DEI MODELLI AFFINI PER LE QUADRICHE DI R3:

a) A centro:

e A centro non degeneri (cioe ¢ # 0):
1) x%+y%+2z2+41=0, detto “ellissoide immaginario” (V (f) = @);
2) x?2+y?+z%2—1=0, detto “ellissoide”;
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4) x?+y%?—z%+41 =0, detto “iperboloide a due falde”

A centro degeneri con ¢ = 0 (dunque coni):
5) x?+y%+ z% =0, detto “punto”, o “cono immaginario” (V (f) = {(0,0,0)});
6) x%+ y? —z? =0, detto “cono reale”;

s“‘lﬁl" %,
SSaeNatTw I.'.'!"i"%

7) x% 4+ y? = 0, detto “piani complessi incidenti” (V (f) = asse z);
8) x% —y? =0, detto “piani incidenti’;
9) x2 =0, detto “piano doppio”;
A centro degeneri con ¢ # 0:
10)x? + y? + 1 = 0, detto “cilindro immaginario” (V (f) = 0);
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11)x? — y? + 1 = 0, detto “cilindro iperbolico”;
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12) x2 + y?2 — 1 = 0, detto “cilindro ellittico”;

2,
b

piani paralleli

«.

13)x2 — 1 = 0, detto

V() = 0);

*»

14) x? + 1 = 0, detto “piani complessi paralleli

b) Non a centro (paraboloidi):
Non a centro non degeneri
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15) x? + y? — z = 0, detto “paraboloide ellittico”;
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16) x? — y? — z = 0, detto “paraboloide iperbolico” o “sella”;

Non a centro degeneri:

17) x? — z = 0, detto “cilindro parabolico”;
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Osservazione: L’iperboloide a una falda e spesso detto “rigato” perché per ogni suo punto
passano due rette incidenti completamente giacenti sull’iperboloide. Infatti:
x2+y?—z2-1=0=2x*-22=1-y? 5 (x+2)(x—2) =0 +y)A—-y).
Dungque ci sono due tipi di queste rette:

o fAx—2)=p1-y)
1" tipo: {,u(x +2z)=21+7y)
o fAx—2)=p1+y)
S eSS

PROPOSIZIONE 5.5.1: Sia Q una quadrica di R" e R un centro di Q. Allora, se f: R" - R" e
un’affinita, f(R) € un centro di f(Q) (cioeé le affinita mantengono i centri).

Dimostrazione:

Utilizzando la notazione usuale:

R écentroper Q & ‘MAM-R =—-'M(AN +B) [&] AMR = —-AN - B &

& AMR 4+ AN = —-B © A(MR + N) = —B < A(f(R)) = =B < f(R) & centro per f(Q),
dove il passaggio [&]segue dal fatto che M ¢& invertibile, poiché f & affinita.

SITOGRAFTA:

e http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/91/HyperboloidOfTwoSheets.png
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